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第 1 章 命题 演算 基础 


数理 逻辑 也 称 数学 逻辑 , 即 用 数学 的 方法 研究 巡 辑 问题 。 数 理 多 辑 具 体 来 说 是 研究 前 
提 和 结论 间 的 形式 关系 和 推理 的 学 科 , 它 与 数学 的 其 他 分 支 . 计 算 机 科学 、 人 工 智 能 、 数 据 挖 
据 和 程序 设计 理论 密切 相关 。 数 理 迎 辑 的 主要 内 容 包 括 命题 演算 、 谓 词 演算 、 递 归 函 数论 、 
证 明 论 ,模型 论 和 公理 集合 论 等 。 本 书 只 介绍 命题 演算 谓词 演 算 和 递归 函数 论 。 


11 命题 和 联结 词 


111 命题 


定义 1.1: 可 以 判断 真 假 的 陈述 句 称 为 命题 。 

命题 具有 两 个 特征 。 首 先 ,命题 应 是 一 个 陈述 句 ,感叹 句 、 疑 问 句 、 祈 使 句 等 均 不 是 命 
题 ;其 次 ,这 个 陈述 句 所 表达 的 内 容 可 决定 真 或 假 , 且 真 假 不 可 兼 , 即 它 应 有 真 假 性 。 

如 果 一 个 命题 取 为 真 , 则 说 该 命题 的 值 为 真 , 用 工 表示 真 ;如 果 一 个 命题 取 为 假 , 则 说 
该 命题 的 值 为 假 , 用 下 表示 假 。 

下 面 举 例 说 明 命题 的 概念 : 

(1) 微 信和 是 一 种 智能 手机 应 用 程序 。 

它 是 陈述 句 ,可 决定 其 真 值 为 工 ,所 以 为 命题 。 

(2) 2012 年 12 月 21 日 是 玛雅 人 所 说 的 世界 末日 。 

它 是 陈述 句 , 可 决定 其 真 值 为 F, 所 以 为 命题 。 

(3) 这 盆花 真 漂亮 ! 

它 不 是 陈述 句 , 不 是 命题 。 

(4) 我 正在 说 谎 。 

悖 论 , 虽 为 陈述 句 ,但 不 能 判断 其 真 值 , 不 是 命题 。 

(5) 太阳 系 外 有 宇宙 人 。 

虽然 至 今 还 不 知道 太阳 系 外 是 否 有 宇宙 人 ,但 太阳 系 外 要 么 有 宇宙 hi 人 ,要 么 没有 宇宙 
人 , 它 的 真 值 是 客观 存在 的 ,而 且 是 唯一 的 ,因此 它 是 命题 。 

(6) 微 博 是 一 种 网 络 应 用 服务 吗 ? 

该 语句 是 疑问 句 , 不 是 陈述 句 , 不 是 命题 。 
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(7) z 十 y 一 z。 

该 语句 不 能 确定 真 假 性 ,不 是 命题 。 

命题 具有 两 种 类 型 : 原子 命题 和 复合 命题 。 

定义 1.2: 不 可 剖 开 或 分 解 为 更 简单 命题 的 命题 称 为 原子 命题 。 

例如 ,5 为 质数 “比特 币 蚌 一 种 网 络 虚拟 货币 ”人 工 智能 是 计算 机 科学 的 一 个 分 支 ” 


等 就 是 原子 命题 。 
定义 1.3: 由 成 分 命题 利用 联结 词 构成 的 命题 称 为 复合 命题 。 其 中 ,成 分 命题 是 指 原子 
命题 或 复合 命题 。 


例如 ,“5 为 质数 且 比 特 币 是 一 种 网 络 虚拟 货币 “如果 你 是 人 工 智能 学 院 的 学 生 , 则 你 
必须 学 习 机 器 学 习 课 程 " 等 就 是 复合 命题 ,其 中 语句 中 的 “上 且 ”如 果 …… 则 ess ”等 称 为 联 
结 词 。 

注意 ,有 些 命 题 看 似 复合 命题 ,但 实际 上 为 原子 命题 。 

例如 语句 “Tom 和 John 是 兄弟 ”就 不 能 分 解 为 “Tom 是 兄弟 ”和 *John 是 兄弟 ”, 因 为 一 
个 人 不 能 成 为 兄弟 , 故 应 把 它 理 解 为 原子 命题 。 

数理 迎 辑 研究 前 提 和 结论 间 的 形式 关系 ,而 不 研究 具体 的 内 容 ,为 此 采用 数学 方法 将 命 
题 符号 化 (也 称 为 形式 化 ) 是 十 分 重要 的 。 约 定 用 大 写字 母 P.Q、R 等 表示 命题 变 元 。 

例如 : 

P: 表示 “5 为 质数 ”。 

Q: 表示 “比特 币 是 一 种 网 络 虚 拟 货币 ”。 

定义 1.4: 当 卫 表示 命题 时 称 为 命题 变 元 。 

注意 ,命题 变 元 和 命题 是 两 个 不 同 的 概念 。 

命题 指 具体 的 陈述 句 , 有 确定 的 真 值 。 

命题 变 元 没有 确定 的 真 值 ,只 有 代 以 具体 的 命题 时 才能 确定 它 的 真 值 。 换 言 之 ,命题 变 
元 是 以 真 假 为 变 域 的 变 元 。 


112 联结 词 
下 面 介绍 5 个 常用 的 联结 词 : ?、A 、V .一 、。 
1. 否定 词 一 
否定 词 - 是 一 个 一 元 联结 词 ,利用 该 联结 词 可 由 成 分 命题 构成 复合 命题 ?P, 读 为 非 P。 
日 常 语言 中 的 “ 非 “ 不 ”和 “并 非 " 等 表示 逻辑 非 。 表 1.1 否定 词 的 真 值 表 


?P 的 真 假 与 P 的 真 假 关系 定义 如 下 : 
?P 为 真 当 且 仅 当 P 为 假 。 
否定 词 的 真 值 表 如 表 1. 1 所 示 。 | Co 
例 1.1: P 表示 “区 块 链 是 一 种 分 布 式 数据 存储 技术 ”,?P 表 

示 “ 区 块 链 不 是 一 种 分 布 式 数据 存储 技术 ”。 


时 塌 
党 
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2. 合 取 词 人 

合 取 词 人 是 一 个 二 元 联结 词 ,利用 该 联结 词 可 由 成 分 命题 P 和 Q 构成 复合 命题 PAQ， 
读 为 P 合 取 Q。 其 中 PAQ 称 为 合 取 式 ,P.Q 称 为 PAQ 的 合 取 项 。 

日 常 语言 中 的 “上 且 ”与 ”等 均 表 示 合 取 。 

PAQ 的 真 假 和 PQ 的 真 假 关 系 定义 如 下 : 

PAQ 为 真 当 且 仅 当 P 和 Q 均 真 。 

合 取 词 的 真 值 表 如 表 1.2 所 示 。 

例 1.2: 华为 P20 手机 至 少 有 6GB 内 存 和 64GB 存储 容量 。 

解 : 令 已 表示 “华为 P20 手机 至 少 有 6GB 内 存 ”,Q 表示 “华为 P20 手机 至 少 有 64GB 
存储 容量 ”, 则 原 句 译 为 

PAQ 
例 1.3: 你 喜欢 机 器 学 习 课程 ,但 我 喜欢 数据 挖掘 课程 。 
解 : 令 已 表示 “你 喜欢 机 器 学 习 课程 ”,Q 表示 "我 喜欢 数据 挖掘 课程 ” 则 原 句 译 为 
PAQ 

3. 析 取 词 V 

析 取 词 V 是 一 个 二 元 联结 词 ,利用 成 分 命题 P 和 Q 可 构成 复合 命题 PV Q, 读 为 P 析 
取 Q。 其 中 PVQ 称 为 析 取 式 ,P 和 Q 称 为 PVQ 的 析 取 项 。 日 常 语言 中 的 “或 ?等 可 用 析 
取 词 表 示 。 

PVQ 的 真 假 和 P、Q 的 真 假 关系 定义 如 下 : 

PVQ 为 假 当 且 仅 当 P 和 Q 均 假 。 

析 取 词 的 真 值 表 如 表 1. 3 所 示 。 


表 1.2 合 取 词 的 真 值 表 表 1.3 析 取 词 的 真 值 表 
Pp Q PAQ » PVQ 
全 于 二 至 年 T 
重 F F 楼 F 到 
F T F F 和 
F F F F F F 


例 1.4: 今天 下 雨 或 下 雪 。 
解 : 令 PP 表示“ 今天 下 雨 ”,Q 表示“ 今天 下 雪 ”, 则 原名 译 为 
PVQ 
例 1.5: Tom 喜欢 人 工 智 能 或 机 器 学 习 是 不 对 的 。 
解 : 令 已 表示 “Tom 喜欢 人 工 智能 ”,Q 表示 “Tom 喜欢 机 器 学 习 ”, 则 原 句 译 为 
?CP VQ) 

注意 ,语言 中 "或 ?在 现实 生活 中 有 可 兼 和 不 可 兼 两 种 意思 ,但 在 数理 逻辑 中 规定 只 有 一 

种 意思 , 即 可 兼 的 “或 ”。 
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4. 蕴含 词 一 

列 含 词 一 是 一 个 二 元 联结 词 ,利用 成 分 命题 P 和 Q 可 构成 复合 命题 P 一 Q, 读 为 P 蕴 
含 Q。 其 中 ,P-~Q 称 为 蕴含 式 ,P 称 为 蕴含 前 件 ,Q 称 为 列 含 后 件 , 列 含 词 也 可 用 之 表示 。 

日 常 语言 中 的 “如 果 …… 则 ……” 等 可 用 蕴含 词 表示 。 

PQ 的 真 假 和 P、Q 的 真 假 关 系 定义 如 下 : 

P 一 Q 为 假 当 且 仅 当 P 真 Q 假 。 

蕴含 词 的 真 值 表 如 表 1.4 所 示 。 

例 1.6 如 果 Tom 没有 学 好 离散 数学 , 则 他 不 可 能 学 好 数据 结构 。 

解 : 令 P 表 示 “Tom 学 好 离散 数学 ",Q 表示 “Tom 学 好 数据 结构 ”, 则 原 句 译 为 

?P—?Q 

例 1.7: 只 有 努力 学 习 数据 挖掘 和 机 器 学 习 , 才 能 在 大 数据 分 析 方面 有 所 成 就 。 

解 : 令 已 表示 “努力 学 习 数据 挖掘 ”,Q 表示 “努力 学 习 机 器 学 习 ”,R 表示 “在 大 数据 分 
析 方 面 有 所 成 就 ”, 则 原 句 译 为 

R—>(PAQ) 

注意 ,该 语句 不 能 译 为 (PAQ) 一 R, 翻 译 时 一 定 要 考虑 条 件 的 必要 性 和 充分 性 。 

从 表 1.4 可 看 出 , 当 蕴 含 前 件 P 取 下 时 ,不 管 其 后 件 Q@ 取 全 或 下 ,蕴含 式 PQ 总 取 
T, 故 复合 命题 “如 果 1 十 1=3, 则 雪 是 黑 的 ” 值 为 T。 也 就 是 说 ,在 形式 推理 中 只 要 前 件 为 
假 ,就 可 推出 任何 命题 ,而 此 推理 过 程 是 正确 的 。 

5. 等 价 词 一 

等 价 词 涪 是 一 个 二 元 联结 词 ,利用 成 分 命题 P 和 Q 可 构成 复合 命题 PQ, 读 为 P 等 
价 于 Q。 其 中 ,P<Q 称 为 等 价 式 。 

日 常 语言 中 的 “ 当 且 仅 当 ”等 可 用 等 价 词 表示 。 

PQ 的 真 假 和 P、Q 的 真 假 关系 定义 如 下 : 

PQ 为 真 当 且 仅 当 P 和 Q 均 真 或 均 假 。 

等 价 词 的 真 值 表 如 表 1.5 所 示 。 


表 1.4 蕴含 词 的 真 值 表 表 1.5 等 价 词 的 真 值 表 
Q P>Q 罗 Q PQ 
宣 可 水 T 下 EE 
党 F F ES F F 
F 才 T F 人 TE F 
F F 党 F F CE 


例 1.8: 你 可 以 访问 深 网 (Deep Web) 当 且 仅 当 你 是 网 络 空间 安全 专业 的 研究 生 。 
解 : 令 已 表示 “你 可 以 访问 深 网 (Deep Web)”,Q 表示 “你 是 网 络 空 间 安全 专业 的 研究 
生 ”, 则 原 句 译 为 
PQ 


帮 、fs、f4, 它 们 也 称 为 真 值 函 项 。 其 真 假 关系 如 表 1. 6 所 示 。 


解 : 
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例 1.9: 当 且 仅 当 我 玩 完 一 局 (王者 荣耀 ), 我 才 休息 。 
令 P 了 表示 “我 玩 完 一 局 (王者 荣光 )”,Q 表示 “我 才 休 息 ”, 则 原 句 译 为 


PoQ 


上 面 介绍 了 5 个 常用 的 真 值 联结 词 , 其 实 真 值 联结 词 还 有 很 多 。 为 了 能 更 好 地 表达 其 
他 真 值 联结 词 ,引进 真 值 函 项 概念 ,用 真 值 函 项 的 概念 可 以 定义 一 元 、 二 元 甚至 元 真 值 联 
结 词 。 


定义 1.5: 以 真 假 为 定义 域 并 以 真 假 为 值 域 的 函数 称 为 真 值 函 项 。 


有 了 真 值 函 项 的 概念 ,就 可 以 用 它 来 表达 联结 词 。 
一 元 联结 词 有 一 个 命题 变 项 已 , 它 取 T 和 下 两 种 值 ,可 定义 4 个 不 同 的 一 元 联结 词 户 、 


fi(P) 


表 1.6 一 元 联结 词 的 真 值 表 


fi(P) 


filP) 


filP) 


置 


下 


F 


从 表 1.6 可 以 看 出 : 


fi(P): 
A 
fsP) 
CPs 


表示 永 真 。 
表示 恒 等 。 


表示 永 假 。 


同 理 ,二 元 联结 词 有 16 个 ,如 表 1.7 所 示 。 


PT 


: 表示 否定 , 即 -P。 


F 


表 1.7 二 元 联结 词 的 真 值 表 


fs 


f 


Ba 


fs 


fo 


fu 


站 


中 | 中 DllD5ln 


mills|l2|lo 


可 | 与 | 与 | 与 


3|13|23|” 
912s) 


口 | 中 |DD|1D 


123|23|9 


哼 | 哼 | 号 | 号 


213m|s|o 


中 | 口 | 口 | 虽 


m3 


3mio|” 


可 | 口 | 虽 | 口 


口 | 相 | 虽 | 


器 | 


可 | 加 | 


本 | 中 | 虽 | 


加 | 加 | 加 | 本 


从 表 1.7 可 以 看 出 : 
方 为 析 取 V 。 
is 为 合 取 人 。 
fi 为 蕴含 王 。 
方 为 等 价 一 。 


户 为 与 非 : P 人 +Q=?CPAQ)。 
万 :为 或 非 : PyQ=?CPVQ)。 
fs 为 异 或 : POQ=?CP 一 Q) 。 
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有 了 命题 变 元 和 联结 词 的 概念 ,就 可 以 利用 括号 讨论 命题 演算 的 合式 公式 。 其 中 ,括号 
可 用 来 区 别 联结 词 运算 的 优先 次 序 。 
合式 公式 简称 公式 为 如 下 定义 的 式 子 ， 
) 任何 命题 变 元 均 是 公式 。 
(2) 如 果 PP 为 公式 , 则 ?P 为 公式 。 
(3) 如 果 PQ 为 公式 , 则 (PV Q)、(PAQ)、(P 一 Q)、(PQ) 为 公式 。 
(4) 只 有 有 限 次 使 用 (1)、(2)、(3) 组 成 的 符号 串 才 是 公式 ,否则 不 是 公式 。 
例如 ,P、(PV?Q)、((P 一 Q) 入 R) 等 是 公式 ,PVQ、(PA?Q)V (PQ 等 不 是 公式 。 
为 了 方便 起 见 , 采 用 省 略 一 些 括号 ,保留 一 些 括号 的 方式 描述 合式 公式 。 例 如 ,((P 一 
Q) AR) 写 为 C(P~~Q) 人 AR。 
定义 1.6: 若 公 式 a 中 有 7 个 不 同 的 命题 变 元 , 则 说 a 为 n 元 公式 。 
例如 (CP 一 Q) 和 AR)(?P 一 R) 中 含有 P、Q、R 3 个 命题 变 元 ,因此 它 为 3 元 公式 。 
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逻辑 在 数学 .计算 机 科学 和 其 他 学 科 中 有 着 许多 重要 的 应 用 。 数 学 .自然 科学 及 自然 语 
言 中 的 语句 通常 不 太 精 确 , 甚 至 有 二 义 性 。 为 了 精确 表达 其 意义 ,可 以 将 它们 翻译 为 逻辑 语 
言 。 命 题 逻辑 也 可 以 用 于 软件 和 硬件 的 规范 描述 .计算 机 电路 设计 、 计 算 机 程序 构造 .程序 
的 正确 性 证 明和 谜 题 求解 等 领域 。 下 面 是 命题 逮 辑 的 若干 应 用 。 
1. 语句 翻译 
下 面 举 一 些 例子 来 说 明 怎 样 把 语句 符号 化 成 公式 。 注 意 ,在 语句 符号 化 时 ,一 定 要 分 解 
至 原子 命题 ,而 不 能 把 某 个 复合 命题 直接 用 命题 变 元 表示 ,否则 不 能 完整 表达 语句 的 意思 ， 
也 不 便于 计算 机 处 理 相 关 语 句 及 其 产生 的 知识 。 
例 1. 10: 如 果 只 有 懂得 希腊 文才 能 了 解 柏拉图 ,那么 我 不 了 解 柏 拉 图 。 
解 : 令 P 表 示 “ 我 懂得 希腊 文 ”",Q 表示“ 我 了 解 柏拉图 ”, 则 原 句 译 为 
(QQ P= ?0 
例 1.11: 如 果 Tom 和 Alice 不 都 固执 己见 的 话 ,John 也 不 会 拂 袖 而 去 。 
解 : 令 P 表 示 “Tom 固执 己见”,Q 表示 “Alice 固执 已 见 ”,R 表示 “John 拂 袖 而 去 ”, 则 
原 句 译 为 
?CP AQ) 一 ?R 
例 1.12: 负 而 不 舍 , 金 石 可 匀 ; 负 而 舍 之 ,朽木 不 折 。 
解 : 令 已 表示 “你 钢 ”,Q 表示 “你 舍 ”,R 表示 “金石 可 匀 ”,S 表示 “朽木 可 折 ”, 则 原 句 
译 为 
WP NI = Ry NP NO ?93) 
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例 1.13: 你 可 以 在 大 学 中 访问 深 网 (Deep Web) , 仅 当 你 主 修 网 络 空间 安全 学 科 或 你 不 
是 本 科 生 。 

解 : 令 已 表示 “你 可 以 在 大 学 中 访问 深 网 (Deep Web)”,Q 表示 “你 主 修 网 络 空间 安全 
学 科 ”,R 表示 “你 是 本 科 生 ”, 则 原 句 译 为 

P— (QV ?R) 

例 1.14: 已 知 3 个 命题 : 

P: 今 晚 我 在 家 玩 (王者 荣 焰 》。 

Q: 今 晚 我 去 电影 院 看 (我 不 是 药 神 》。 

及 : 今 晚 我 在 家 玩 (王者 荣耀 ) 或 去 电影 院 看 (我 不 是 药 神 》。 

PVQ 和 R 是 否 表达 同一 命题 ? 请 用 真 值 表 说 明之 。 

解 : PVQ 和 有 尺 不 表达 同一 命题 。 可 由 表 1. 8 的 真 值 表 说 明之 。 


表 1.8 R 和 PVQ 的 真 值 表 


党 Q R PVQ 
下 于 F TT 
得 F 和 到 
F 了 p T 
F F F F 


实际 上 R 应 表示 为 
= 《PHA?Q)Y PA OQ) 

2. 系统 规范 说 明 

系统 规范 说 明 是 系统 开发 的 基础 ,系统 和 软件 工程 师 在 描述 软件 系统 和 硬件 系统 时 ,会 
根据 自然 语言 描述 的 需求 ,生成 精确 而 无 二 义 性 的 系统 规范 说 明 。 系 统 规 范 说 明 应 该 具备 
一 致 性 , 即 系 统 规范 说 明 不 应 该 包含 可 能 导致 蔬 盾 的 相互 冲突 的 需求 。 可 以 借助 命题 好 辑 
验证 系统 规范 说 明 的 一 致 性 。 

例 1.15: 确定 下 列 系统 规范 说 明 是 否 一 致 。 

系统 处 于 多 用 户 状态 当 且 仅 当 系统 运行 正常 。 

如 果 系 统 运行 正常 , 则 它 的 核心 程序 起 作用 。 

核心 程序 不 起 作用 ,或 者 系统 处 于 中 断 模式 。 

如 果 系 统 不 处 于 多 用 户 状 态 , 它 就 处 于 中 断 模式 。 

系统 不 处 在 中 断 模式 。 

解 : 令 P 表示 “系统 处 于 多 用 户 状 态 ”,Q 表示 “系统 运行 正常 ”,R 表示 “ 它 的 核心 程序 
起 作用 ”,S 表示 “系统 处 于 中 断 模式 ”。 

验证 上 述 规范 是 否 一 致 ,只 要 验证 公式 PQ.QR、?RV S、?P 一 S 和 ?S 是 否 有 可 能 
同时 为 真 。 由 ?S 为 真 可 知 ,S 为 假 ;由 ?RV S 为 真 可 知 ,R 为 假 ;由 QR 为 真 可 知 ,Q 为 假 ; 
由 PQ 为 真 可 知 ,P 为 假 。 所 以 当 P 为 假 .Q 为 假 、R 为 假 .S 为 假 时 ,公式 PQQ>R、? 
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RVS 和 ?S 全 为 真 ,但 公式 ?P-~S 为 假 , 故 上 述 系 统 规范 说 明 不 符合 一 致 性 。 
3. 逻辑 门 电路 


修 辑 门 电路 接收 输入 信号 户 , 思 ,加 ,产生 输出 信号 m ,sz ,sw 基本 的 逻辑 门 电路 


如 图 1.1 所 示 。 复 杂 的 逻辑 门 电路 可 以 由 非 门 ,或 门 和 与 门 3 种 基本 电路 构造 而 成 。 一 个 
组 合 逻 辑 门 电路 如 图 1. 2 所 示 。 


话 -P Pp- 
oe Sm 
非 门 或 门 与 门 
图 1.1 基本 的 逻辑 门 电路 


| -Pp -PVO 
2 
| 六 CevoNevmm 
R_| -RR QV-R 
2 


图 1.2 一 个 组 合 逻辑 门 电路 


例 1.16: 给 定 输入 已 .Q 和 尺 ,构造 一 个 输出 为 ((?PAQ)VR)A(?QV ?R) 的 逻辑 门 
电路 。 


解 : ((?PAQ)VR)A(C?QV?R) 的 逻辑 门 电 路 如 图 1. 3 所 示 。 


PD 2 PNQO_ (CnPAOVR 
2 R 
(CPAOVR)ACOV-R) 
0 -0 -ov = 
R -RR 


图 1.3 ((?PAQ)VR) 人 (?QV?R) 的 逻辑 门 电路 

4. 逻辑 谜 题 

逻辑 谜 题 是 指 用 逻辑 规则 解决 谜 题 问题 。 

例 1.17: 甲乙 ` 丙 3 人 住 在 3 个 相 邻 的 房间 内 ,他们 之 间 满 足 这 样 的 条 件 : 

(1) 每 个 人 喜欢 一 种 宠物 .一 种 饮料 .一 种 啤酒 ,宠物 不 是 免 就 是 猫 ,饮料 不 是 果 粒 橙 就 
是 葡萄 汁 ,啤酒 不 是 青岛 啤酒 就 是 哈尔滨 啤酒 。 

(2) 甲 住 在 喝 哈 尔 滨 啤酒 者 的 隔壁 。 

(3) 乙 住 在 爱 免 者 的 隔壁 。 

(4) 丙 住 在 喝 果 粒 橙 者 的 隔壁 。 

(5) 没有 一 个 喝 青 岛 啤 酒 者 喝 果 粒 栓 。 
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(6) 至 少 有 一 个 爱 猫 者 喜欢 喝 青岛 啤酒 。 

(7) 至 少 有 一 个 喝 葡 萄 汁 者 住 在 一 个 爱 免 者 的 隔壁 。 

(8) 任何 两 人 的 相同 爱好 不 超过 一 种 。 

住 中 间 房 间 的 人 是 谁 ? 

解 : 根据 条 件 (1) ,每 个 人 的 3 种 爱好 必 是 下 列 组 合 之 一 : 

A. 葡萄 汁 , 免 ,哈尔滨 啤酒 ;B. 葡萄 汁 , 猫 ,青岛 啤酒 ;C. 果 粒 橙 , 免 ,青岛 啤酒 ;D. 果 
粒 橙 , 猫 ,哈尔滨 啤酒 ;已 . 葡萄 汁 , 免 ,青岛 啤酒 ;F. 葡萄 汁 , 猫 ,哈尔滨 啤酒 ;G. 果 粒 橙 , 免 ， 
哈尔滨 啤酒 : 互 . 果 粒 橙 , 猫 ,青岛 啤酒 。 

根据 条 件 (5) ,可 以 排除 C 和 五 。 

根据 条 件 (6),B 是 某 个 人 的 3 种 爱好 组 合 。 

根据 条 件 (8) 和 B 可 以 排除 EE 和 下 。 

再 根据 条 件 (8),D 和 G、A 和 G 不 可 能 分 别 是 某 两 人 的 3 种 爱好 组 合 ,可 以 排除 G; 因 
此 3 个 人 的 3 种 爱好 组 合 分 别 为 A、.B 和 D。 

根据 (2)、(3) 和 (4) ,住房 居中 的 人 必须 符合 下 列 情况 之 一 : 

喝 哈尔滨 啤酒 且 爱 兔 ; 喝 哈尔滨 啤酒 且 喝 果 粒 橙 ; 喝 果 粒 橙 昌 爱 免 。 

既然 这 3 人 的 3 种 爱好 组 合 分 别 是 A、B 和 DD ,那么 住房 居中 者 的 3 种 爱好 组 合 必定 是 
A 或 DD ,根据 条 件 (7), 可 排除 D。 

因此 ,根据 条 件 (4) , 丙 的 住房 居中 。 

例 1.18: 一 个 岛 上 居住 着 两 类 人 一 一 骑士 和 无 囊 。 骑 士 说 真 话 ,无 赖 说 谎话 。 你 碰 到 
两 个 人 A 和 B。A 说 “是 骑士 ”, 而 也 说 “我 们 是 两 类 人 ”。 请 判断 A 和 B 是 什么 样 的 人 。 

解 : 令 P 和 Q 分 别 表示 语句 “A 是 骑士 "和 *B 是 骑士”, 则 ?P 和 ?Q 分 别 表示 语句 “A 是 
无 赖 " 和 *“B 是 无 赖 "。 下 面 分 两 种 情况 讨论 : 

(1) 如 果 A 是 骑士 , 即 P 为 真 。 如 果 A 是 骑士 , 则 他 说 “B 是 骑 十 "是 真 话 ,因此 QQ 为 
真 。 然 而 ,如 果 B 是 骑士 ,那么 B 说 的 “我 们 是 两 类 人 ”, 即 (PA?Q)V(?PAQ) 就 应 该 为 
真 。 而 事实 并 非 如 此 。 因 此 A 不 为 骑士 。 

(2) 如 果 A 是 无 赖 , 即 已 为 假 。 由 于 无 赖 只 说 谎话 ,所 以 A 说 “是 骑士 ?是 谎话 , 即 B 
是 无 赖 , 即 Q 为 假 。 如 果 B 是 无 赖 , 则 B 说 “我 们 是 两 类 人 "也 是 议 话 ,这 与 A 和 B 均 是 无 
赖 一 致 。 所 以 得 出 结论 A 和 也 均 是 无 赖 。 
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定义 1.7: 设 n 元 公式 a 中 含有 的 不 同 命题 变 元 为 Pi ,P:,…',P,。 如 果 对 每 个 命题 变 
元 均 给 予 一 个 确定 的 值 , 则 称 对 公式 a 给 了 一 个 完全 解释 ;如 果 仅 对 部 分 变 元 给 予 确定 的 
值 , 则 称 对 公式 a 给 了 一 个 部 分 解释 。 
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一 般 地 讲 ,完全 解释 能 确定 一 个 公式 的 真 值 ,而 部 分 解释 不 一 定 能 确定 公式 的 真 值 , 公 
式 的 真 假 与 未 给 予 确定 值 的 变 元 有 关 。 

例如 ,有 公式 a==(P~Q)V (RAP)。 

在 完全 解释 (P,Q.R) 二 (F,F,T) 下 ,公式 a 的 值 为 T。 

对 于 部 分 解释 (P,Q,R) 二 (T,F,X), 其 中 XX 表示 相应 的 变 元 未 给 予 确定 的 值 ,公式 a 
的 值 与 R 有 关 。 但 在 某 些 特殊 情况 下 ,部 分 解释 也 能 确定 一 个 公式 的 值 。 例 如 上 述 公 式 在 
部 分 解释 (P,Q,R) 二 (T,T, XX) 下 ,a 取 为 真 。 

由 于 每 个 命题 变 元 有 两 个 取 值 和 下 ,因此 元 公式 a 有 2" 个 完全 解释 。 

定义 1.8: 对 于 任何 公式 a, 凡 使 得 a 取 真 值 的 解释 ,不 论 是 完全 解释 还 是 部 分 解释 , 均 
称 为 a 的 成 真 解释 。 

定义 1.9: 对 于 任何 公式 a, 凡 使 得 a 取 假 值 的 解释 ,不 论 是 完全 解释 还 是 部 分 解释 , 均 
称 为 a 的 成 假 解释 。 

例如 ,公式 a 二 (PQ)V (RA?P) 的 一 个 成 真 解释 为 (P,Q,R) 二 (F,F,T) ,一 个 成 
解释 为 (P,Q,R)==(T,F,F)。 

定义 1.10: 如 果 一 个 公式 的 所 有 完全 解释 均 为 成 真 解释 , 则 称 该 公式 为 永 真 公式 或 重 
言 式 ; 如 果 一 个 公式 的 所 有 完全 解释 均 为 成 假 解释 , 则 称 该 公式 为 永 假 公 式 或 矛盾 式 , 也 称 
该 公式 (或 复合 命题 ) 是 不 可 满足 的 。 

定义 1.11: 如 果 一 个 公式 存在 成 真 解释 , 则 称 该 公式 为 可 满足 公式 ,也 称 该 公式 (或 复 
合 命 题 ) 是 可 满足 的 ;如 果 一 个 公式 存在 成 假 解释 , 则 称 该 公式 为 非 永 真 公式 。 

由 上 定义 可 知 : PA?Q 为 可 满足 公式 ,也 为 非 永 真 公式 ;PA?P 为 水 假 公 式 ;PV?P 为 
永 真 公式 。 


于 
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定义 1.12: 给 定 两 个 公式 a 和 8B, 设 Pi,P:,…',P 忆 ,为 c 和 有 的 所 有 命题 变 元 ,那么 和 
有 8 有 2" 个 完全 解释 。 如 果 对 于 每 个 解释 ,a 和 8 永 取 相同 的 真 假 值 , 则 称 a 和 有 是 逻辑 等 价 
的 , 记 为 a=pB。 
1. 重要 的 等 价 公式 
(1) 双重 否定 律 
P=P 
(2) 结合 律 : 
(PAQAR=PA (QA R) 
‘PYO VER=PY 人 MB) 
(3) 分 配 律 : 
PV (QAR)= (PVQOA PVR) 
PA(QVR)=(PAQYV (PAR) 
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(4) 交换 律 : 
PAQ=QAP 
PVQ=QVP 
(5) 等 寡 律 ; 
PVP=P 
总 洲 玉 二 而 
P—>P=T 
PoP=T 
(6) 等 值 公式 : 
P>Q=?PVQ 
PeoQ= (P>Q) A (Q—>P) 
=(?PVQA (PY?IQ) 
=(PAQV (PN ?IQ) 
?TPAQ=?PV?Q 
MPVQO=?PA?Q 
(7) 部 分 解释 : 
PNTS=P WF=FR 
PVT 下 EER 
T>P=P F~>P=T 
P>T=T P—>F=?P 
TmP=P PHF=?P 
(8) 吸收 律 : 


PV(PAQ@=P 
PA(PVQ@=P 
2. 成 真 解释 和 成 假 解释 的 求解 方法 
成 真 解释 和 成 假 解释 的 求解 方法 如 下 : 
(1) 否定 深入 , 即 把 否定 词 一 直 深 入 至 命题 变 元 上 。 
(2) 部 分 解释 , 选 定 某 个 出 现 次 数 最 多 的 变 元 对 它 作 真 或 假 的 两 种 解释 ,从 而 得 到 


(3) 化 简 。 
(4) 依次 类 推 , 直 至 产生 公式 的 所 有 解释 。 
例 1.19 试 判定 公式 ?(PVQ) 一 ((Qe?P)*R) 的 永 真性 和 可 满足 性 。 
解 : 首先 ,否定 深入 。 
原 式 = (?P A ?Q) —> ((Q* ?P)SR) 
其 次 ,对 了 进行 解释 并 化 简 。 
了 = 工时 , 原 式 =(?TA?Q) 一 ((Q 一 ?T) 一 R) 
一 (FA?Q) 一 ((?Q 一 F) 一 R) 
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=F—>(Q+R) 
二 十 
忆 =F 时 , 原 式 =(?FA?Q) 一 ((Qe?F)<R) 
= 一 (TA?Q) 一 ((?Q 一 T)eR) 
一 ?Q-~(?Q 一 R) 
Q=T 工 时 , 原 式 =?T-~(?Te>R) 
=F—>(FoR) 
一 F-~?R 
二 二 
Q= 卫 时, 原 式 一 ?F 一 (7F<RD) 
一 T-~(T-R) 
一 TeR 
=R 
R= 全 时 , 原 式 =T 
R=F 时 , 原 式 =F 
由 上 可 知 ,公式 存在 一 个 成 真 解释 (P,Q,R) 二 (T,X ,Xx), 存 在 一 个 成 假 解释 (P,Q,R) 二 
(CF,F,F) , 故 公式 可 满足 但 非 永 真 。 


123 联结 词 的 完备 集 


如 前 所 述 ,一 元 联结 词 有 4 个 ,二 元 联结 词 有 16 个 ,因此 联结 词 的 个 数 有 很 多 ,不 可 能 
一 一 讨论 。 为 此 ,需要 讨论 它们 是 否 均 是 独立 的 , 换 句 话说 ,这 些 联 结 词 是 否 能 相互 表示 ? 
答案 是 肯定 的 。 

定义 1.13: 设 S 是 联结 词 的 集合 .如 果 对 任何 命题 演算 公式 , 均 有 由 S 中 的 联结 词 表 
示 的 公式 与 之 等 价 , 则 称 S 是 联结 词 的 完备 集 。 

由 联结 词 的 定义 知 ,联结 词 集合 {?, V ,人 ,一 ,一 } 是 完备 的 。 

定理 1.1: 联结 词 的 集合 {?, V ,人 } 是 完备 的 。 

证 明 : 因为 P-~*Q=?PVQ,PQ=(?PVQ)A(CPV3?Q) ,所 以 {?,V,A} 可 以 表示 集 
合 (7 V，A 人 一， 十)。 

又 因为 {?,V ,人 ,一 ,一 } 是 完全 备 的 , 即 任何 公式 均 有 由 集合 {?,V,A 人 ,一 ,一 } 中 的 联 
结 词 表 达 的 公式 与 之 等 价 。 

所 以 ,任何 公式 均 有 由 集合 {?,V ,人 } 中 的 联结 词 表达 的 公式 与 之 等 价 。 

故 , 集 合 {?,V ,人 } 是 完备 的 。 

同 理 可 证 ,集合 {?,V )、{?, 人)、{?, 呈 ) 是 完备 的 。 

定理 1.2: 联结 词 集合 { + } 是 完备 的 (其 中 PyQ=?(PVQ))。 

证 明 : 因为 ?P= 二 PyP,PVQ==(PyQ)Y (PYQ), 所 以 {VV) 可 以 表示 集合 {?,V )。 

又 因为 {?,V } 是 完备 的 , 即 任何 公式 均 有 由 集合 {?, V } 中 的 联结 词 表 达 的 公式 与 之 
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等 价 。 

所 以 任何 公式 均 有 由 集合 { + } 中 的 联结 词 表 达 的 公式 与 之 等 价 。 

故 ,集合 { + } 是 完备 的 。 

例 1.20: 试 证 明 联结 词 集合 { V } 不 完备 。 

证 明 : 假设 { V } 是 完备 的 ,根据 完备 性 的 定义 知 ,?P 二 PVQVRV…。 当 P,Q,R,… 全 
取 为 真 时 ,公式 左边 二 F, 右 边 二 T。 显 然 巴 盾 。 

故 , 联 结 词 集合 { V } 不 完备 。 


124 对 偶 式 和 内 和 否 式 


定义 1.14: 将 不 含 蕴 含 词 和 等 价 词 的 命题 演算 公式 a 中 的 V 换 为 人 、 信 换 为 V 后 所 得 
的 公式 称 为 a 的 对 偶 式 , 记 为 a* 。 
例如 : 
a= Pp VION CR VY Np NO 
a=pPN GOVERADY PY DD 
可 以 验证 : (a* ) 二 a。 
注意 , 求 合 式 公 式 的 对 偶 式 时 ,应 先 消去 公式 中 的 蕴含 词 和 等 价 词 ,否则 所 求 对偶 式 不 
满足 以 上 定义 。 
定义 1.15: 将 命题 演算 公式 a 中 的 所 有 肯定 形式 换 为 否定 形式 、 否 定形 式 换 为 肯定 形 
式 后 所 得 的 公式 称 为 e 的 内 否 式 , 记 为 a 。 
例如 : 
a= PY GQNRY WD NEP NG 
a=?IPV (QA CRV ?7S)) A (PA ?IQ) 
可 以 验证 : (a”) 二 a。 
约定 在 讨论 对 偶 式 和 内 否 式 的 定理 时 ,规定 本 节 讨论 的 命题 公式 中 仅 含有 ?、V 和 和 3 
个 联结 词 。 
定理 1.3: ?(A*)=(?A)* 
?7(A-)=(?A)- 
定理 1.4: ?A=A"- 
证 明 : 对 公式 A 中 出 现 的 联结 词 的 个 数 n 进行 归纳 证 明 。 
莫 基 : 当 n=0 时 ,A 中 无 联结 词 , 便 有 A= 一 P, 从 而 有 ?A 二 ?P,A*-=?P。 
所 以 定理 成 立 。 
归纳 : 设 nk 时 定理 成 立 。 
现 证 =k 十 1 时 命题 也 成 立 。 
因为 n==k 十 1 宇 1, 所 以 A 中 至 少 有 一 个 联结 词 ,可 分 为 3 种 情形 : 
A=?A; A=A.AA,; 4=A4VA4: 
其 中 ,Ai、As 中 的 联结 词 个 数 三 &。 依 归纳 假设 有 
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?Ai =Ar , ?4: 一 A;- 


当 A=?Al 时 ， 
= WA 
= WA:-) 归纳 假设 
= 定理 1.3 
= 


当 A=Ai 人 As 时 ， 
?A= ?CA A A:) 


= ?A V ?4， 等 值 公式 
一 Ar VA:- 归纳 假设 
= 一 (Ar V A?)- 内 否 式 的 定义 
一 (AAA:) 对 偶 式 的 定义 
一 4- 
当 A=A4,VA, 时， 
?A= ?CA V A:) 
= ?A A ?A; 等 值 公式 
二 过 放 当 六 归纳 假设 
= Ar A 内 否 式 的 定义 
= (A V 4:) 对 偶 式 的 定义 
.A= 
由 数学 归纳 法 知 ,定理 得 证 。 


定义 1.16: 设 a 和 8B 是 任意 两 个 命题 演算 公式 。 若 a 永 真 当 且 仅 当 B 水 真 , 则 称 a 和 B 
同 永 真性 ; 若 c 可 满足 当 且 仅 当 8B 可 满足 , 则 称 a 和 有 同 可 满足 性 。 

上 述 定义 也 可 这 样 理解 : c 和 有 同 永 真 性 当 且 仅 当 a 和 8 均 永 真 或 均 非 永 真 ;a 和 8B 同 
可 满足 性 当 且 仅 当 a 和 8B 均 可 满足 或 均 非 可 满足 。 

例如 ,因为 PVQ 和 PP?R 均 非 永 真 ,所 以 它们 同 永 真性 ;又 因为 PVQ 和 P>?R 均 可 
满足 ,所 以 它们 同 可 满足 性 。 

定理 1.5: a 和 a 既 同 永 真性 又 同 可 满足 性 。 

证 明 : 设 a 中 所 有 的 命题 变 元 为 Pi,P;,….P,。 若 a 为 永 真 , 则 a 的 所 有 完全 解释 Cu ， 
v2 v0)( 其 中 w= 二 或 ,i€ (1,2,…,n)) 均 使 得 公式 a 取 为 真 .于 是 与 (wm ,vo,…,v,) 对 
应 的 解释 (wo,vs，…,w)( 其 中 wi 为 vi; 的 逻辑 否 ) 均 使 得 a 取 为 真 , 共 2" 个 完全 成 真 解释 , 因 
此 a 永 真 。 反 之 亦 然 , 故 a 和 a 同 永 真性 。 

车 a 为 可 满足 , 则 存在 一 个 解释 (wi ,v2，,…,v,)( 其 中 vi 二 或 F,i€ {1,2,…,n}) 使 得 
a 取 为 真 ,于 是 存在 一 个 解释 (vw ,vs，,… ,vw )( 其 中 为 v; 的 逻辑 否 ) 使 得 a 取 为 真 ,因此 ,a- 
可 满足 。 反 之 亦 然 , 故 a 和 a 同 可 满足 性 。 

可 以 证 明 以 下 定理 。 
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定理 1.6: A-~B 和 BA* 既 同 永 真性 又 同 可 满足 性 。A*B 和 A" 了 B" 既 同 永 真性 
又 同 可 满足 性 。 
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定义 1.17: 命题 变 元 或 命题 变 元 的 否定 或 由 它们 利用 合 取 词组 成 的 合式 公式 称 为 合 
取 式 。 

定义 1.18: 命题 变 元 或 命题 变 元 的 否定 或 由 它们 利用 析 取 词组 成 的 合式 公式 称 为 析 
取 式 。 

例如 ,P、?P,?PAQ.PA?QA?R 均 为 合 取 式 ,P、?P、PV?Q、?PV QV ?R 均 为 析 取 式 。 

1. 解释 与 合 取 式 、 析 取 式 之 间 的 关系 

定理 1.7: 任 给 一 个 成 真 解释 ,有 且 仅 有 一 个 合 取 式 与 之 对 应 ; 任 给 一 个 成 假 解释 ,有 且 
仅 有 一 个 析 取 式 与 之 对 应 。 反 之 亦 然 。 

例如 ,成 真 解释 (P,Q,R)=(T,F,F) 对 应 唯一 的 合 取 式 PA?QA3?R ,成 假 解释 C(P,Q， 
有 R)= 一 (T,T,F) 对 应 唯一 的 析 取 式 ?PV?QVR。 

又 如 , 合 取 式 ?PA?QA3?R 对 应 唯一 的 成 真 解释 (P,Q,R) 二 (F,F,F), 析 取 式 ?PVQV 
R 对 应 唯一 的 成 假 解释 (P,Q,R)==(T,F,F)。 

定义 1.19: 形 如 Ai VA: V…VA4, 的 公式 称 为 析 取 范式 ,其 中 A; (i 二 1,2,…,n) 为 合 
取 式 。 

例如 ,P、?P.PAQ、PVQ、(PAQ)V(?PA?R) 均 为 析 取 范式 。 

定义 1.20: 形 如 Al AA: 人 … 和 A, 的 公式 称 为 合 取 范式 ,其 中 A;(i 二 1,2,…,n) 为 析 取 式 。 

例如 ,P、?P.PAQ、PVQ、(PVQ)A(?PV?R) 均 为 合 取 范式 。 

定理 1.8: 任何 命题 演算 公式 均 可 以 化 为 合 取 范式 ( 即 析 取 式 的 合 取 ) ,也 可 以 化 为 析 取 
范式 ( 即 合 取 式 的 析 取 ) 。 

证 明 : 

(1) 设 公 式 a 为 永 真 公式 。 
因为 任何 一 个 永 真 公式 均 与 公式 PV ?P 人 逻辑 等 价 , 而 PV?P 既是 析 取 范式 又 是 合 取 
范式 ,所 以 公式 a 既 可 表示 为 析 取 范式 又 可 表示 为 合 取 范式 。 
(2) 设 公式 a 为 永 假 公 式 。 
因为 任何 一 个 永 假 公 式 均 与 公式 PA?P 逻辑 等 价 ,而 已 A?P 既是 析 取 范式 又 是 合 取 
范式 ,所 以 公式 a 既 可 表示 为 析 取 范式 又 可 表示 为 合 取 范式 。 

(3) 设 公 式 < 既 非 永 真 又 非 永 假 。 

设 公式 a 的 成 真 解释 为 ,5 ,… ,5 :成 假 解释 为 才 ,加 ，… 7。 

根据 解释 和 范式 的 关系 知 : 
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对 应 于 成 真 解释 包 ,名 ,…,& 的 合 取 式 为 a1 az an。 
对 应 于 成 假 解释 ,加 ,… 7 的 析 取 式 为 Bi ,Bp ，…,B,。 
而 公式 m V az V… Va, 的 成 真 解释 为 &,&，,… ,5 ,成 假 解释 为 ,mp ，… ,7 。 
公式 B A 尼 和 人 … 人 有 的 成 假 解 释 为 六 ,万 ,… ,7 ,成 真 解释 为 ,5 ，… ,6 。 
根据 两 个 公式 逻辑 等 价 的 定义 知 
= Vow VVS=B NEN NB 
故 公式 既 可 表示 为 析 取 范式 又 可 表示 为 合 取 范 式 。 

定理 得 证 。 
2. 析 取 范式 和 合 取 范 式 的 求解 方法 
1) 等 价 变换 法 
等 价 变换 法 的 步骤 如 下 : 
(1) 利用 前 面 介绍 的 等 价 公式 消去 公式 中 的 联结 词 一 和 个 。 
(2) 重复 使 用 等 值 公式 ,把 否定 词 内 移 到 命题 变 元 上 ,等 值 公式 如 下 : 

P=P 

UPAOW=?IPV I 
?PVQ=?PA?IQ 
(3) 重复 使 用 分 配 律 将 公式 化 为 合 取 式 的 析 取 或 析 取 式 的 合 取 ,等 值 公式 如 下 : 
PV(QAR)= (PVQA(PYVR) 
PA(QVR)=(PAQYV (PAR) 

2) 解释 法 
解释 法 的 步骤 如 下 : 
(1) 求 出 公式 的 所 有 成 真 (成 假 ) 解 释 。 
(2) 写 出 所 有 成 真 (成 假 ) 解 释 对 应 有 的 合 取 ( 析 取 ) 式 。 
(3) 把 所 有 的 合 取 ( 析 取 ) 式 用 析 取 ( 合 取 ) 词 联结 起 来 就 构成 析 取 ( 合 取 ) 范 式 。 
例 1.21: 求 公式 ?((?PVQ)A(R>?P))V?((?R 一 Q) 一 ?P) 的 合 取 范式 和 析 取 范式 。 
解法 一 : 

原 式 = ?((?PVQ) A (?R V ?P)) V ?(?(R V Q) V ?P) 
=(PA?IQOV (PARV (RVAOAP) 
=(PA?IQOV (PAR)V (PARV (PAQ 
=(PA?QWYV (PAR)V (PAQ) ( 析 取 范式 ) 
= (PA (QV QV (PAR) 
= PV PNR 
= VE YR 
兰 当 久 W ( 合 取 范式 ) 

解法 二 : 
先 求 公式 的 所 有 成 真 解释 和 成 假 解释 。 
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成 真 解释 为 (P,Q,R)=(T,F,X),(T,X,T),(T,T, X)。 
成 假 解 释 为 (P,Q,R)==(F,T,X),(F,F,X),(F,X,F)。 
由 成 真 解释 可 分 别 求 出 对 应 的 合 取 式 为 
PN TO EP NR PANG 
公式 的 析 取 范式 即 为 上 面 合 取 式 的 析 取 : 
(PNID VE NDBVGTAD 
由 成 假 解释 可 分 别 求 出 对 应 的 析 取 式 为 
PV?Q,PVQ,PVR 
公式 的 合 取 范 式 即 为 上 面 析 取 式 的 合 取 : 
CW TO NN OE VD A CP VR 
由 此 可 见 , 两 种 求解 方法 得 到 的 同一 公式 的 析 取 范式 和 合 取 范 式 不 一 定 相 同 。 为 此 下 
面 引入 主 范式 的 概念 ,同一 公式 的 主 范式 一 定 相 同 。 
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1. 主 合 取 范 式 

定义 1.21: 对 于 个 命 变 元 Pi,P;,…,P, ,公式 Qi1V Q;:V… VQ, 称 为 极 大 项 ,其 中 
Q=P; 或 ?P;(i=1,2,*…,n)。 

注 : 从 定义 可 以 看 出 , 极 大 项 中 每 个 P;(i 二 1,2,… ,必须 出 现 一 次 ,或 为 肯定 形式 ,或 
为 否定 形式 。 

由 两 个 命题 变 元 Pi 、P; 组 成 的 极 大 项 有 4 个 ,它们 分 别 为 ?Pi V ?P;、?PiV P;、P1V?P; 
和 PiVP;,。 

依 此 类 推 ,n 个 命题 变 元 组 成 的 极 大 项 有 2" 个。 例如 ,3 个 命题 变 元 P.Q 和 R 可 构造 
8 个 极 大 项 。 把 命题 变 元 的 否定 形式 看 成 1, 肯 定形 式 看 成 0, 则 每 个 极 大 项 对 应 一 个 二 进 
制 数 , 也 对 应 一 个 十 进 制 数 ,具体 如 下 : 

PVQVR 与 000 或 0 对 应 , 简 记 为 Mo 。 

PVQV?R 与 001 或 1 对 应 , 简 记 为 Mi。 

PV?QVR 与 010 或 2 对 应 , 简 记 为 M: 。 

PV?QV?R 与 011 或 3 对 应 , 简 记 为 M;。 

?PVQVR 与 100 或 4 对 应 , 简 记 为 M,。 

?PVQV?R 与 101 或 5 对 应 , 简 记 为 Ms 。 

?PV?QVR 与 110 或 6 对 应 , 简 记 为 Ms 。 

?PV?QV?R 与 111 或 7 对应, 简 记 为 Mi。 

定义 1.22: 仅 由 极 大 项 构成 的 合 取 范 式 称 为 主 合 取 范 式 。 

定理 1.9: 任何 一 个 合式 公式 均 有 唯一 的 主 合 取 范 式 与 其 等 价 。 

由 前 面 介绍 的 范式 和 解释 的 关系 及 主 合 取 范 式 的 定义 可 知 ,公式 的 每 一 个 完全 成 假 解 
释 对 应 一 个 极 大 项 ,公式 的 所 有 完全 成 假 解 释 对 应 的 极 大 项 的 合 取 就 为 主 合 取 范式 。 求 一 
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个 公式 的 主 合 取 范 式 可 采用 下 面 两 种 方法 : 
(1) 根据 公式 的 所 有 完全 成 假 解释 , 求 出 与 这 些 成 假 解释 对 应 的 析 取 式 , 所 有 析 取 式 的 
合 取 就 为 公式 的 主 合 取 范 式 。 
(2) 先 将 公式 化 为 合 取 范 式 ,将 合 取 范 式 中 的 每 一 个 析 取 式 用 AA?A 填 满 命题 变 元 ， 
然后 用 等 价 公 式 进行 变换 ,消去 相同 部 分 . 即 得 公式 的 主 合 取 范式 。 
例 1.22: 求 公式 (?P>R) 一 (?Pe>(?QAR)) 的 主 合 取 范式 。 
解法 一 : 等 价 变换 法 。 
原 式 =?( PVRV(C PYV (QA R)) ACGPY ?GQA RD)) 
= (?PA?R)V ((PV (QA RA PV (QV ?IR))) 
= 一 PP A IR)V CPV 70) A (PY RY A CP'Y QV RN 
= ((?PA?R)V (PV?Q)A (CPA?IRV (PV R)A 
((?P A ?R) V (YP V QV ?R)) 
=0PVPVIONPVIAV RNGPVPEVEA 
(PVRYV?IR)AGPV?IPVQVIRA 
PV QV TR VR) 
=(P'V 2A0V RN GP VAY 7 
= [| (3,5) 
解法 二 : 解释 法 。 
公式 的 所 有 完全 成 假 解释 为 
PQ,RY = (FTT) 0T ET 
对 应 于 成 假 解释 的 极 大 项 为 
PV?QV ?RI?PVQV ?IR 


故 主 合 取 范式 为 
(PV ?QV ?R) A CPV QV ?IR) 

2. 主 析 取 范式 

定义 1.23: 对 于 ) 个 命题 变 元 Pi,P;,…,P, ,公式 Qu AQ: 人 …A 和 人 Q, 称 为 极 小 项 ,其 中 
Q; 二 P; 或 ?P,(i=1,2,…,n)。 

注 : 从 定义 可 以 看 出 , 极 小 项 中 每 个 P;(i 二 1,2,…,n) 必 须 出 现 一 次 ,或 为 肯定 形式 ,或 

由 两 个 命题 变 元 Pi 、P; 组 成 的 极 小 项 有 4 个 ,它们 分 别 为 ?Pt 和 ?P;、?Pi 人 P 、P A?P; 
和 Pi A P,。 

依 此 类 推 ,n 个 命题 变 元 组 成 的 极 小 项 有 2" 个 。 例 如 3 个 命题 变 元 P.Q 和 R 可 构造 8 
个 极 小 项 。 把 命题 变 元 的 否定 形式 看 成 0, 肯 定形 式 看 成 1, 则 每 个 极 小 项 对 应 一 个 二 进 制 
数 ,也 对 应 一 个 十 进 制 数 ,具体 如 下 : 

?PA?QA?R 与 000 或 0 对应, 简 记 为 mo。 

?PA?QAR 与 001 或 1 对应. 简 记 为 m。 
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?PAQA?R 与 010 或 2 对应, 简 记 为 wz 。 
?PAQAR 与 011 或 3 对 应 , 简 记 为 m;。 
PA?QA?R 与 100 或 4 对 应 , 简 记 为 zz 。 
PA?QAR 与 101 或 5 对 应 , 简 记 为 ms。 
PAQA?R 与 110 或 6 对 应 , 简 记 为 m6。 
PAQAR 与 111 或 7 对 应 , 简 记 为 m1。 
定义 1.24: 仅 由 极 小 项 构成 的 析 取 范式 称 为 主 析 取 范 式 。 
定理 1.10: 任何 一 个 合式 公式 , 均 有 唯一 的 主 析 取 范式 与 其 等 价 。 
由 前 面 介绍 的 范式 和 解释 的 关系 及 主 析 取 范式 的 定义 可 知 , 公 式 的 每 一 个 完全 成 真 解 
释 对 应 一 个 极 小 项 ,公式 的 所 有 完全 成 真 解释 对 应 的 极 小 项 的 析 取 就 为 主 析 取 范式 。 求 一 
个 公式 的 主 析 取 范式 可 采用 下 面 两 种 方法 : 
(1) 根据 公式 的 所 有 完全 成 真 解释 , 求 出 与 这 些 成 真 解释 对 应 的 合 取 式 ,所 有 合 取 式 的 
析 取 就 为 公式 的 主 析 取 范式 。 
(2) 先 将 公式 化 为 析 取 范式 ,将 析 取 范式 中 的 每 一 个 合 取 式 用 AV?A4 填 满 命题 变 元 ， 
然后 用 等 价 公 式 进行 变换 ,消去 相同 部 分 . 即 得 公式 的 主 析 取 范式 。 
例 1.23: 求 公 式 (?P>R) 一 (?P(?QA 人 R)) 的 主 析 取 范式 。 
解法 一 : 等 价 变换 法 。 
原 式 =?( PV R)V (PA?IQA RV (PA ?OQAN R))) 
= PNT VE NNN DV EN VR) 
=(?PA?R)VYV GPA?IQARV (PAYV (PA ?IR) 
=((?PA?R)AQVIO VY PA?IQARV (PAQOA 
(RV ?R)) V ((P A ?R) A (QV IQ) 
=(?PAQA?R)V GPA?IQATIRYV (IPA?IQARV 
PATAD VP NORTRY CP NOON RYY 
(PA ?Q A ?R) 
= NOON Y Er NN RV er NY 
(PAQANR)V (PAQA ?RV (PA ?QA ?IR) 
=(IPA?TIQNIRYYV GPATIQANRY PAQANIRYY 
(PAIRQRN IRY VP AQNTRY VP NON RY 


= BU 
解法 二 : 解释 法 。 
公式 的 所 有 完全 成 真 解释 为 


(P,Q,R) = (F,F,F),(F,F,T),(F,T,F),CT,F,F),(T,T,F),(T,T,T) 
对 应 于 成 真 解释 的 极 小 项 为 
?PA ?QAN IRIPN IQAN RIPAQAN ?IRPN IQN ER， 
PAQA?R.PAQAR 
故 主 析 取 范式 为 
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(IPA?IQAIR) VCGCPA?IQAR) VCOCPAQAIRIVCAIQAIR) V 

(AQGATR VE NGN 
综 上 所 述 ,可 得 如 下 结论 : 
(1) 一 个 公式 的 主 合 取 范 式 和 主 析 取 范式 是 紧密 相关 的 。 如 公式 : 
a= (IP>R)—> (Po0QA R= [3,5) 
则 
a= (IP>R)> PoOQ 人 R)) = > (0,1,2,4,6,7) 

反之 亦 然 。 

(2) 任何 一 个 命题 演算 公式 都 具有 唯一 的 主 合 取 范式 和 主 析 取 范式 ,因此 ,如 果 两 个 公 
式 具 有 相同 的 主 析 取 范式 或 主 合 取 范 式 , 则 称 这 两 个 公式 逻辑 等 价 。 
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范式 在 布尔 代数 、 数 字 迎 辑 电 路 等 领域 有 广泛 的 应 用 。 下 面 举 一 个 例子 说 明 范式 的 
应 用 。 

例 1.24: 有 一 个 迎 辑 学 家 误 入 某 个 部 落 , 他 被 拘 于 牢 , 商 长 意欲 放行 ,他 对 逻辑 学 家 说 ， 
“ 今 有 两 门 ,一 为 自由 ,一 为 死亡 ,你 可 任意 开启 一 门 。 为 协助 你 离开 , 今 加 派 两 名 战士 负责 
回答 你 提出 的 任何 问题 。 唯 可 虑 者 ,此 两 战士 中 一 名 天 性 诚实 ,一 名 说 谎 成 性 。 今 后 生死 由 
你 自己 选择 .逻辑 学 家 沉思 片刻 , 即 向 战士 发 问 。 他 手指 向 身边 一 名 战士 说 :“ 这 扇 门 为 死 
亡 门 , 他 ( 指 另 一 名 战士 ) 回 答 * 是 ,对 吗 ?" 这 名 战士 回答 后 ,好 辑 学 家 开门 从 容 而 去 。 试 用 
真 值 表 及 范式 说 明理 由 。 

解 : 令 

P: 被 问 战士 是 诚实 人 。 

Q: 被 问 战士 回答 是 “是 ”。 

R; 另 一 战士 回答 是 “是 ”。 


S: 这 扇 门 是 死亡 门 。 
根据 题 意 可 得 真 值 表 如 表 1. 9 所 示 。 
表 1.9 R 和 S 的 真 值 表 
P Q R S 
军 T 年 F 
T F F 
F TT F F 
F F T 
根据 真 值 表 知 主 析 取 范式 为 


S= (PA ?QV (PA ?0Q) 
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= (PV?P)A?IQ 
= ?Q 

因此 ,如 果 被 问 战 士 回答 “是 ?时 ,此 门 不 是 死亡 门 ,多 辑 学 家 可 从 此 门 离 去 ;如 果 被 问 战 
士 回 答 “ 不 是 ”时 ,此 门 是 死亡 门 ,逻辑 学 家 可 从 另 一 门 离 去 。 


14 典型 例题 


例 1.25: 把 语句 “ 侈 而 惰 者 贫 , 而 俭 而 力 者 富 ” 化 为 命题 演算 公式 。 
解 : 令 P 表 示 “ 你 侈 ”,Q 表示 “你 惰 ”,R 表示 “你 贫 ”, 则 原 句 译 为 
((PAQ—™>R) A ?PA ?IQ)—?IR) 
例 1.26: 用 把 公式 化 为 主 范式 的 方法 判断 下 面 两 式 是 否 等 价 。 
(P>R)A (PoQAN RY PARIQ) A PQ) 

解 : (PR) A (Po(Q A R)) 

= (?PV R) A (PV ?QAR)) A COPYV (QA R))) 
(PVR)ACPV?IQVYIR)A(CPVYQACPYVR) 
=(2PV RA(PV?IQV IR APY 
= ((?PV R)V (QA?IW) A PV ?QV IR) APYV QV (RA IR)) 
QPVQVR)AGPYV?IQVR APYV IQV IR) A 
QPVQYV RNAPYVQYV ?IR) 
=(?PVQYV R)ACPYV?IQV RA PY IQV IR)A GPV QV IR) 
= [I (4,6,3,5) 

((PAREQ A P—>Q) 
= (CCPAR)VQACPAR)V3?IQ)ACPYVOQ) 
=(?PVQYV ?RA(PV?IOA GQVR AYPVO 
= (IPVQYV?R)A(PV ?OV (RATIR)A QV RY 
(PA?P)) A OPV QV (RA ?IR)) 

= (IPVQYV ?RNAPYV ?QV R)ACPYV IQV ?RA PV IQV RIA 
CPV?QVRACGCPVQVRACGCPYQYVI3IR) 
(CPVQV3R)ACPVIQVR)ACPYV3IQV3R)A 
(CPV3?QVR)ACPVQVR) 
开交 
显然 ,两 个 公式 的 主 合 取 范式 不 相等 , 故 两 公式 不 等 价 。 
例 1.27 用 命题 的 可 满足 性 为 如 图 1. 4 所 示 的 9X9 数 独 谜 题 建 模 。 
解 : 9X9 数 独 谜 题 由 9 个 九宫 格 (3X3 的 方 格 ) 组 成 81 个 单元 格 。 其 中 一 部 分 单元 格 


中 


3|8 4 
5 1 
4 
4|2 
学 6 
6 
8 3 人 
村 人 
3 


图 1.4 9X9 数 独 谜 题 


被 赋予 1,2,… ,9 中 的 数字 之 一 ,其 他 单元 格 空 着 。 谜 题 的 解 是 : 给 每 个 空白 单元 格 赋予 一 
个 数字 ,使 得 每 一 行 、 每 一 列 、 每 个 九宫 格 都 包含 9 个 不 同 的 数字 。 

以 图 1. 4 为 例 ,数字 4 必须 在 第 二 行 的 某 个 单元 格 中 恰好 出 现 一 次 。 首 先 4 不 能 出 现 
在 这 一 行 的 前 3 个 单元 格 和 后 2 个 单元 格 中 ,因为 它 已 经 出 现在 这 些 单 元 格 所 在 的 九宫 格 
的 另 一 个 单元 格 中 了 ;同时 4 也 不 能 出 现在 这 一 行 的 第 5 个 单元 格 中 ,因为 它 已 经 出 现在 第 
4 行 的 第 5 个 单元 格 中 了 。 由 此 确定 4 必须 出 现在 第 2 行 的 第 6 个 单元 格 中 。 依 此 类 推 ， 
可 以 得 到 9X9 数 独 谜 题 的 解 。 

下 面 用 命题 的 可 满足 性 概念 对 9X9 数 独 谜 题 进行 建 模 。 

首先 , 令 P(i,j,n) 表 示 一 个 命题 , 当 数 nn 位 于 第 i 行 和 第 j 列 的 单元 格 时 该 命题 为 真 。 
由 于 ij 和 nn 的 取 值 范围 是 1~9, 所 以 总 共有 9X9X9=729 个 这 样 的 命题 。 例 如 ,对 于 如 
图 1.4 所 示 的 谜 题 ,已 知 6 位 于 第 6 行 的 第 1 列 ,所 以 P(6,1,6) 为 真 ,而 P(6,7,6) 为 假 ,其 
中 j=2,3,"…,9。 

其 次 ,构造 一 些 复合 命题 来 断言 每 一 行 包含 每 一 个 数 ,每 一 列 包含 每 一 个 数 ,每 一 个 九 
宫 格 包含 每 一 个 数 , 且 每 个 单元 格 中 不 包含 多 于 一 个 数 。 相 关 断 言 如 下 

(1) 断言 PGi,j,n), 即 对 于 已 知 数 的 每 个 单元 格 ,第 i 行 和 第 j 列 的 单元 格 中 是 已 知 
数 ，。 

(2) 断言 每 一 行 包含 每 一 个 数 : 


(3) 断言 每 一 列 包含 每 一 


(4) 断言 每 一 个 九宫 格 包含 每 一 
人 A 入 V v. Pl(3r+i,35+jsn) 


r=0s=0n=1li=]j= 


(5) 断言 没有 一 个 单元 包含 多 于 一 一 个 数 ， 
A ,Pi jsn) — ?P(i,j,m) A nm 


一 个 数 独 谜 题 ， 可 以 寻找 一 个 可 满足 性 问题 的 解 ,该 问题 要 求 一 组 729 个 变 元 
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P(i,j,n) 的 真 值 , 且 上 述 断 言 的 合 取 式 为 真 。 


习题 


1.1 判断 下 列 语句 是 否 为 命题 。 若 是 ,请 翻译 为 符号 公式 ; 若 不 是 ,请 说 明理 由 。 

(1) 请 给 我 一 支 笔 ! 

(2) 火星 上 有 生物 。 

(3) X+Y=8,。 

(4) 只 有 努力 工作 , 方 能 把 事情 做 好 。 

(5) 如 果 嫦娥 是 虚构 的 ,而 圣诞 老人 也 是 虚构 的 ,那么 许多 孩子 受骗 了 。 

(6) 3 是 素数 或 4 是 素数 。 

(7) 2046 年 1 月 1 日 是 个 晴天 。 

(8) 微 信和 是 一 种 智能 手机 应 用 程序 。 

(9) 如 果 淡 水 资源 耗 尽 , 则 人 类 就 会 灭亡 。 

(10) 2 既是 素数 又 是 偶数 。 

(11) 计算 机 病毒 是 一 种 程序 。 

(12) 2 为 素数 当 且 仅 当 3 为 素数 。 

(13) Mary 出 生 在 英国 或 法 国 。 

(14) Tom 和 John 是 同 桌 。 

(15) Java 和 Pascal 都 是 高 级 程序 设计 语言 。 

(16) 如 果 2 十 2 二 5, 则 雪 不 是 白 的 。 

(17) TCP 和 HTTP 并 非 都 是 传输 控制 协议 。 

(18) 如 果 Tom 和 John 都 不 喜欢 微 信 , 那 么 Mary 就 喜欢 微 信 。 

(19) 如 果 今 天 不 下 雨 或 下 雪 , 我 就 去 运动 ,否则 我 就 在 家 里 看 书 或 看 报 。 

(20) 微 博 是 一 种 网 络 应 用 服务 ;Tom 经 常 浏览 微 博 。 

(21) 你 能 够 毕业 仅 当 你 已 经 完成 了 专业 要 求 的 学 分 且 你 不 欠 大 学 学 费 且 你 没有 逾期 
不 归还 图 书馆 的 书 。 

(22) 如 果 你 沉 洒 于 网 络 ,你 的 心智 会 衰退 ;反之 亦 然 。 

(23) 要 选修 离散 数学 课程 ,你 必须 已 经 选修 了 高 等 数学 或 一 门 计算 机 科学 课程 。 

1.2 根据 合式 公式 的 定义 ,判定 下 列 公式 是 否 为 合式 公式 , 若 不 是 ,说 明理 由 。 

(1) (PAQ—>R 

(2) ((PAQ—>R)AP) 

(3) (PAQ) 一 (RAVP) 

(4) (( 也 AQ) 一 ((Q-?R)P)) 

(5) (?(P->Q) A(C(Qe?R) VEP)) 

1.3 说明 下 列 系统 规范 说 明 是 否 一 致 。 


离散 数学 


(1)“ 路 由 器 能 向 边缘 系统 发 送 分 组 仅 当 它 支持 新 的 地 址 空间 。” 
“路 由 器 要 支持 新 的 地 址 空间 ,就 必须 安装 最 新 版 的 软件 。” 

“如 果 安 装 了 最 新 版 的 软件 ,路 由 器 就 能 向 边缘 系统 发 送 分 组 。” 
“路 由 器 不 支持 新 的 地 址 空间 。” 

(2)“ 诊 断 消息 存储 在 缓冲 区 中 或 者 被 重 传 。” 

“诊断 消息 没有 存储 在 缓冲 区 中 。” 

“如 果 诊 断 消息 存储 工 缓冲 区 中 ,那么 它 被 重 传 。” 
“诊断 消息 没有 被 重 传 。” 

1.4 逻辑 恋 题 。 


(1) 一 位 侦探 询问 了 罪案 的 4 位 证 人 。 从 证 人 的 话 中 侦探 得 出 的 结论 是 : 如 果 男 管家 


说 的 是 真 话 ,那么 厨师 说 的 也 是 真 话 ; 厨 师 和 园丁 说 的 不 可 能 都 是 真 话 ; 


园丁 和 杂 役 不 可 能 


都 在 说 谎 ; 如 果 杂 役 说 真 话 ,那么 厨师 应 说 谎 。 侦 探 能 分 别 判定 这 4 位 证 人 是 说 真 话 还 是 撤 


谎 吗 ? 解释 你 的 推理 过 程 。 


(2) 假设 在 通 往 两 个 房间 的 门 上 均 写 着 提示 。 一 扇 门 上 的 提示 为 “在 这 个 房间 里 有 一 
位 美女 ,而 在 另 一 个 房间 里 则 有 一 只 老虎 ”; 在 另 一 扇 门 上 写 着 “在 一 个 房间 中 有 一 位 美女 ， 
而 另 一 个 房间 中 有 一 只 老虎 *。 假 定 你 知道 其 中 一 个 提示 是 真 的 , 另 一 个 是 假 的 ,那么 哪 扇 


门 后 面 是 美女 呢 ? 


1.5 给 定 输 入 已 .Q 和 尺 , 构 造 一 个 输出 为 ((?PVQ) AR)A(CC?QV3?R) VCPA3?R)) 


的 逻辑 门 电路 。 
1.6 判定 下 列 公式 的 永 真性 和 可 满足 性 。 
(1) (PeQ) 一 (?PA?(Q-~?R)) 
(2) ?(P>Q) 人 A((Qe?R)V3?P) 
(3) ( PAQ) 一 ((Q-~?R)<P) 
(4) ( P~Q) 一 ((QAR)?P) 
(5) (YPVQ—>((QV REP) 
1.7 求 下 列 公 式 的 成 真 解释 和 成 假 解释 。 
(1) ?((P>Q>R)2(QVR) 
(2) ?(P>Q) 人 (CQ 一 R)VP) 
(3) ( PPAQ) 一 ((Q-~R)?P) 
(4) ( P>?Q) A(QV (IRAP)) 
(5) ?(P>Q) 人 (CC(Qe?R)V3?P) 
1.8 写 出 下 列 公式 的 对 偶 式 和 内 否 式 。 
(1) PAQ—>((QV ?IR) AP) 
(2) (P>?Q) A((QVR)A?P) 
(3) ?(P>Q) A((Qe>?R)V3?P) 
(4) (?P>Q) V ((Q>?R)V?P) 
(5) ?PVQ >((QV ROP) 
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1.9 证明 联结 词 集合 (?, 一 } 是 完备 的 。 

1.10 证 明 联结 词 集合 { 八 }、( 一 } 不 是 完备 的 。 

1.11 求 下 列 公式 的 析 取 范式 和 合 取 范式 。 

(1) (?PVQ) 一 (P?Q) 

(2) (P>(Q™>?R))>(R>(Q>P)) 

(3) ?(P>Q) A ((Q>?R)V?P) 

(4) (PEOQ>(?PA?(Q>?R)) 

(5) (?PVQ) 一 ((QVR) 一 P) 

1.12 求 下 列 公式 的 主 析 取 范式 和 主 合 取 范式 。 

(1) (P>R)A ?Po(QAN?IR)) 

(2) ( 了 AQ) 一 ((Q-~R) 一 ?P) 

(3) (?PVQ) 一 ((QV3?R)<>?P) 

(4) (PAQ) 一 ((QAR) 一 ?P) 

(5) (?P>Q)V ((Q>?R)V?P) 

(6) (?P>Q) >((QV ?IR)+?P) 

1.13 用 把 公式 化 为 主 范式 的 方法 判断 下 列 各 题 中 两 式 是 否 等 价 。 
(1) (P-~~Q) 一 (PAQ),(?PAQ)A(CQ-~P) 

(2) (P>R)AN(Q>R).(PVQO>R 

1.14 某 公司 开 年 会 ,休息 期 间 3 个 与 会 者 根据 范 总 的 口音 分 别 判断 如 下 : 
甲 说 :“ 范 总 不 是 常州 人 就 是 上 海 人 。” 

乙 说 :“ 范 总 不 是 上 海 人 就 是 常州 人 。” 

两 说 :“ 范 总 既 不 是 上 海 人 ,也 不 是 苏州 人 。” 

范 总 听 后 说 :“ 你 们 3 个 人 中 有 一 个 全 说 对 了 ,有 一 个 全 说 错 了 ,还 有 一 个 对 错 各 半 。” 
判断 范 总 是 哪里 人 。 


TY 
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数理 迎 辑 是 研究 推理 特别 是 数学 中 的 推理 的 科学 ,具体 地 讲 ,数理 逻辑 研究 推理 过 程 中 
前 提 和 结论 间 的 形式 关系 ,而 不 考虑 它们 的 内 容 。 例 如 下 面 的 三 段 论 ; 

大 前 提 : 如 果 你 是 网 络 空间 安全 专业 的 研究 生 , 则 你 可 访问 深 网 。 

小 前 提 : 你 是 网 络 空间 安全 专业 的 研究 生 。 

结论 : 你 可 访问 深 网 。 

引入 符号 , 令 已 表示 “你 是 网 络 空间 安全 专业 的 研究 生 ”,Q 表示 “你 可 访问 深 网 ”, 则 可 
把 上 面 的 推理 关系 用 以 下 蕴含 式 表示 : 

WP sO) NA Eh 


也 可 表示 为 
P 一 Q 大 前 提 
小 前 提 
Q 结论 
又 如 : 


大 前 提 : 如 果 你 是 人 工 智 能 学 院 的 学 生 , 则 你 将 会 学 习 机 器 学 习 课程 。 

小 前 提 : 你 是 人 工 智能 学 院 的 学 生 。 

结论 : 你 将 会 学 习 机 器 学 习 课程 。 

引入 符号 , 令 S 表示 “你 是 人 工 智能 学 院 的 学 生 ”,R 表示 “你 将 会 学 习 机 器 学 习 课 程 ”， 
上 面 的 推理 关系 用 蕴含 式 形式 化 表示 为 ((S~R) 人 S)>R。 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,两 者 具有 相同 的 逻辑 形式 , 即 ((A-~B)AA) 一 B。 

这 种 蕴含 式 就 是 一 种 推理 形式 ,说 明 如 果 A 一 B 为 真 且 A 为 真 ,就 可 推出 BB 为 真 。 此 
时 A、B 表示 任意 命题 ,从 而 可 以 用 上 述 推理 形式 代表 一 类 推理 关系 。 

数理 迪 辑 仅 讨论 类 似 这 样 的 形式 公式 ,而 不 讨论 它们 的 具体 内 容 。 


21 命题 演算 的 公理 系统 


命题 演算 的 永 真 的 公理 系统 就 是 给 出 若干 条 永 真 公式 ( 称 为 公理 ) ,再 给 出 若干 条 由 永 
真 公式 推出 永 真 公式 的 推理 规则 ,由 它们 出 发 推出 一 切 永 真 公式 的 系统 。 
本 书 给 出 若干 条 公理 和 规则 构成 一 个 简单 的 公理 系统 进行 推理 ,使 读者 了 解 公 理 系 统 


第 2 章 命题 演算 的 推理 理论 
的 构成 规则 和 推理 形式 ,以 便 培养 读者 构造 公理 系统 及 利用 公理 系统 进行 推理 的 能 力 。 


211 公理 系统 的 组 成 部 分 


1. 语法 部 分 

1) 基本 符号 

公理 系统 中 允许 出 现 的 全 体 符号 的 集合 如 下 : 
(1) 命题 变 元 : 用 P.Q、R 等 字母 表示 命题 变 元 。 
(2) 联结 词 : 包括 ?、 人 、V 、 一 、 一。 

(3) 括号 ; 即 “(7”。 

(4) 推出 符 : 即 上 。 

合式 公式 (简称 公式 ) 的 定义 如 下 : 

(1) 任何 命题 变 元 均 是 公式 。 

(2) 如 果 PP 为 公式 , 则 ?P 为 公式 。 

(3) 如 果 P、Q 为 公式 , 则 (PVQ) PAQ) CP-~>Q) CCP 一 Q) 为 公式 。 
(4) 当 且 仅 当 有 限 次 使 用 (1)、(2)、(3) 所 组 成 的 符号 串 才 是 公式 。 
2) 公理 

公理 系统 包含 以 下 公理 : 

公理 1: PP 

公理 2: (P>(Q>R))>(Q>(P>R)) 

公理 3: (P>Q)>((Q>R)>(P>R)) 

公理 4: (P 一 (PQ)) 一 (PQ) 

公理 5: (PQ) 习 (PQ) 

公理 6: (PQ) 习 (QP) 

公理 7:; (PQ) 一 ((Q>P) 一 (PQ)) 

公理 8: (PAQ®P 

公理 9: (PAQ) 一 Q 

公理 10: P->(Q-~(PAQ)) 

公理 11: P>(PVQ) 

公理 12; Q~(PVQ) 

公理 13: (PR) 一 ((Q™>R)>((PV QR)) 
公理 14: (P-~?Q) 一 (Q-~?P) 

公理 15: PP 

3) 规则 

公理 系统 包含 以 下 两 个 规则 : 

(1) 分 离 规 则 : 如 果 A 一 B, 且 A, 则 B。 

(2) 代入 规则 : 将 公式 a 中 出 现 的 每 一 处 某 一 符号 B 均 代 以 某 一 公式 C ,得 到 的 公式 也 
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称 为 C 对 a 的 代入 。 

4) 定理 

定理 的 定义 如 下 : 

(1) 公理 是 定理 。 

(2) 由 公理 出 发 ,利用 分 离 规 则 和 代入 规则 推导 的 公式 为 定理 。 

2. 语义 部 分 

公理 系统 的 语义 部 分 如 下 : 

(1) 公理 是 永 真 公式 。 

(2) 规则 规定 如 何 从 永 真 公式 推出 永 真 公式 。 分 离 规 则 指明 :; 如 果 A 一 B, 有 日 A 永 真 ， 
则 B 也 为 永 真 公式 ;代入 规则 指明 : 如 果 a 为 永 真 公式 , 则 某 一 公式 正确 代入 公式 a 后 所 得 
的 公式 也 为 永 真 公式 。 

(3) 定理 为 永 真 公式 ,它们 是 从 公理 出 发 ,利用 分 离 规 则 和 代入 规则 推导 的 公式 。 


212 公理 系统 的 推理 过 程 
本 节 将 举例 子 说 明定 理 的 推理 过 程 , 且 在 证 明 过 程 中 随时 引入 一 些 可 引用 的 定理 ,以 便 


简化 定理 的 证 明 。 
定理 2.1: P= P。 


证 明 : 

(1) (P-~~?Q) 一 (Q-~?P) 公理 14 
(2) (?P 一 ?P) 一 (P-~ P) (1) 中 , 己 用 ?P 代入 ,Q 用 已 代入 
(a PP 公理 1 
Lay TEP (3) 中 ,P 用 ?P 代入 
(5) P> P 分 离 (2) (4) 
定理 2.2: (P>Q)>((R>P)—>(R—>Q))., 

证 明 

(1) (P>Q)>((Q>R)—>(P™>R)) 公理 3 
(2) (R>P)—>((P>Q)™>(R™>Q)) (1) 中 ,P 用 R 代 入 ,Q 用 P 代 入 ,R 用 Q 代 入 
(3) (P>(Q>R))—>(Q™>(P>R)) 公理 2 


(4) ((R>P)>((P>QO™>(R>Q) >((P>O>((R>P)>(R™>Q))) 
(3) 中 ,P 用 RP 代入 ;Q 用 PQ 代入 ;RR 用 R 一 Q 代 入 


(5) (P>Q)—>((R>P)—>(R>Q)) 分 离 (4) (2) 
定理 2.3: (P-~Q)-~(?Q-~?P) 。 

证 明 : 

(4 定理 2.1 
CQ Q (了 1D) 中 ,PP 用 Q 代 入 


C3 CP ETO) (0 ?PY 公理 14 


(4) (P- Q)-*(?Q >?P) 
(5) (PP-Q) 一 ((R 一 P) 一 (R- 一 Q)) 
(6) (Q> Q) 一 ((P 一 Q) 一 (P-~ Q)) 
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(3) 中 ,Q 用 ?Q 代入 
定理 2.2 


(5) 中 ,PP 用 Q 代 入 ,Q 用 Q@ 代 入 ,R 用 P 代 入 


人 POP (二 
CB) CLP) =0Q=R)-=(P"R)) 


分 离 (6) (2) 
公理 3 


Wo REP 人 -CCP OO >TPI "P= = 
(8) 中 ,P 用 P 一 Q 代 入 ,Q 用 P 一 Q 代 入 ,R 用 ?Q 一 ?PP 代入 


C0 CP QOPI (P= > > 


(I) (P30 >GQ=>?P) 

定理 2.4: P>((P>Q)>Q)。 
证 明 : 

Ci sp 

(2) P=>Q)-=(P=0) 

(3) XP»(Q=R))-=(Q*=(P=R)) 


分 离 (9)、(7) 
分 离 (10) (4) 


公理 1 
(1) 式 中 ,P 用 P 一 Q 代 入 
公理 2 


(4a) RPE-=>P- QP=((P*Q)=Q)) 
(3) 中 ,P 用 P 一 Q 代 入 ,Q 用 P 代 入,R 用 Q 代 入 


(5) P>((P>Q) >Q) 
例 2.1: 已 知 公 理 
公理 A: P-~(Q-~P) 


分 离 (4) (2) 


公理 B: (P>(QR))>((P>Q)>(P>R)) 


公理 C: (P-~(Q-~R))-~(Q-~(P-~R)) 
公理 D: P>(PVQ) 
公理 E: (PVQ) 一 (QVP) 


证 明 : 

(1) P>(Q™=>P) 

PA PP + 
(3) POP PP 
Ca CP AP 

(5 CPO = PI) (Pp >=P) 

(ey P= 

CE PCED 

(8) (P>P)—>((P—>P)V (RA?R)) 

(9) CP>P)V (RA?R) 

(10) (PVQ) 一 (QVP) 


及 分 离 规 则 和 代入 规则 ,证明 公 式 (RA3?R) V (P->P) 为 定理 。 


公理 A 

公理 B 

(2) 中 ,R 用 P 代入 

分 离 (3)、(1) 

(4) 中 ,Q 用 Q 一 PP 代入 

分 离 (5) (1) 

公理 D 

(7) 中 ,P 用 P 一 P 代 入,Q@ 用 RA?R 代 入 
分 离 (8) (6) 

公理 E 
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(11) ((P>P)V (RA?R))>((RA?R)V (P—>P)) 

(010) 中,P 用 P 一 PP 代入,Q 用 RA?R 代 入 
CI2) CRASRY (P=P) 分 离 (11)、(9) 
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221 分 离 规则 的 讨论 


本 公理 系统 只 引入 一 条 分 离 规 则 ,即日 常 推理 中 常 说 的 三 段 论 (大 前 提 、 小 前 提 和 结 
论 )。 虽 然 分 离 规 则 对 推理 本 身 而 言 已 足够 ,但 对 以 后 的 推导 是 不 够 方便 的 。 为 了 方便 推 
导 , 下 面 从 分 离 规则 出 发 ,引入 一 些 导出 规则 。 
假设 已 证 明了 定理 a>B, 编 号 为 (a) ;又 证 明了 定理 a, 编 号 为 (b)。 由 此 可 得 8, 编 号 为 
(c)。 记 为 分 (a)(b) 二 (c)。B 可 以 看 作 是 对 (a) 和 (b) 实 施 分 离 规 则 的 结果 。 换 个 角度 ,也 
可 以 将 其 看 作 是 对 (b) 实 施 分 (a) 规 则 的 结果 , 即 
分 (a) 规则 : a FF8 
也 就 是 说 ,每 给 一 条 定理 (a) : a->B, 就 有 一 条 相应 的 分 (a) 规 则 : a 上 8。 即 由 (a) 的 前 件 c 可 
得 出 (a) 的 后 件 B。 
同 理 , 假 设 已 证 明了 一 条 定理 a>(B>7) ,编号 为 (a) ,又 有 定理 (b): a 和 定理 (c): B, 由 
它们 利用 分 离 规则 可 得 Y。 其 推理 过 程 如 下 : 
分 (a)(b) = (d) B=7Y 
分 (d)(c) = (e) 7 
将 (d) 式 代入 ,得 
分 分 (a)(b)(c) = (e) 
这 里 既 可 以 把 y 看 作 两 次 实施 分 离 规则 的 结果 ,第 一 次 是 对 (a)、(b) 实 施 分 离 规 则 ,第 
二 次 是 对 (d)、(c) 实 施 分离 规 则 ,也 可 以 把 7 看 作 是 对 (b)、(c) 实 施 分 分 (a) 规 则 的 结果 , 即 
分 分 (a) 规则 : a.8 上 y 
即 由 (Ca) 的 两 个 前 件 a 和 B, 可 以 得 出 (a) 的 后 件 y。 
依 此 类 推 ,如 果 有 定理 (a) : a>(B8>(y>0)) ,就 有 如 下 规则 : 
分 (a) 规则 : a 上 FB 一 (7Y 一 6) 
分 分 (a) 规则 : .BF 一 人 
分 分 分 (a) 规则: a.8,y 上 6 
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引入 以 下 导出 规则 : 
分 2 规则 : P-~(Q-~R) FFQ-~(CP-~R) 调头 规则 
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分 分 2 规则 : P-~(Q->R),Q 上 FP>R 挖 心 规则 
分 分 3 规则 : P>Q,Q>R FPR 传递 规则 
分 4 规则 : P>(P>Q) 上 FP 一 Q 凝 缩 规则 
分 分 7 规则 : P>Q,QP 上 FP”Q 充 要 规则 
分 分 10 规则 : P,Q FPAQ 合 取 规则 
分 分 13 规则 : P>R,Q>R 上 (PVQR 析 取 规则 
分 14 规则 : P>?Q FQ>?P 道 否 规则 
对 于 定理 A: (P-~Q) 一 (?Q-~?P) ,可 引入 导出 规则 : 

分 A 规则 : P-~Q H?Q->~?P 拒 取 规 见 
对 于 定理 B: (P-~Q) 一 ((R-~P) 一 (R-~Q)) ,可 引入 导出 规则 : 

分 B 规 则 : P>Q 上 (RP) 一 (RQ) 加 头 规则 
利用 相关 导出 规则 可 以 简化 定理 的 证 明 过 程 ,下 面 给 出 一 个 具体 示例 。 

例 2.2: 证 明 (?P-~Q) 一 (?Q-~P)。 

证 明 : 

(1) (P>?Q® >(Q>?P) 公理 14 
(2) (?P> QW>(?Q> P) (1) 中 ,PP 用 ?P 代入 ,Q 用 ?Q 代入 
(3) P> P 定理 2.1 
(4)Q> Q (3) 中 ,P 用 Q@ 代 入 
(5) (I?P>Q) >(?P—> Q) 加 头 规则 (4) 
(6) (?P-~Q) 一 (?Q-~ P) 传递 规则 (5) (2) 
(7) P—P 公理 15 
(8) (?Q-~ P) 一 (?Q-~P) 加 头 规则 (7) 
(9) (?P>Q)—>(?Q>P) 传递 规则 (6) (8) 


定理 2.5( 替 换 定理 ): 如 果 g(a) 是 一 个 含有 公式 a 的 公式 ,8(B) 是 把 g(a) 中 的 若干 个 a 


替换 成 8 的 结果 , 则 (a 一 (g(a) 呈 g(B))。 
有 了 和 替换 定理 后 ,在 定理 的 证 明 过 程 中 就 可 采用 如 下 蔡 换 规则 : 
pla), ae>B 上 Pp(B) 
已 知 
公理 A: (P>Q) 一 (?P 一 ?Q) 。 
公理 B: (PQ)>((S>T)>((PV SS) (QV T)))., 
证 明 替 换 定理 。 
证 明 : 对 g(a) 中 联结 词 的 个 数 进行 归纳 (不 包括 a 中 联结 词 的 个 数 )。 


(1) 2 一 0 时 ,p(a) 为 ,显然 有 (ae>B) 一 (ae>pB), 即 (ae>B) 一 (P(a)<P(B))。 


(2) 归纳 。 当 nk 时 ,命题 成 立 。 
当 n==k 十 1 时 ,pla) 必 为 下 列 5 种 形式 之 一 : 

?777V OY 和 人 07 一 0 7 
9(B) 必 为 下 列 5 种 形式 之 一 : 
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NN VN A NN 


其 中 ,为 和 0 分别 是 y 和 8 中 若干 a 替换 成 8 的 结果 , 且 它 们 中 最 多 只 含有 k 个 联结 词 。 根 


据 归纳 假设 知 : 
(1) (aopB>(7on) 
(2) (aeP) 一 (0e0) 
对 于 第 一 种 形式 ,p(c) 一 ?7y,p(B) 一 ?7 。 


(3) (PeQ) 一 (?P<?Q) 公理 A 

(4) (yD)?7) (3) 中 ,P 用 7y,Q 用 7y; 代入 

(5) (ae*B)-(?ye?7i) 传递 (1) (4) 
即 (aep > (g(a) p(B)), 

对 于 第 二 种 形式 ,g(a)= 二 YV 5,9(B) 二 XV 6。 

(6) (PEOQ>((SET)>((PV SEO(QVT))) 公理 B 


(7) (YE)D>((6P60)>((YVOP (Vo))) 


(6) 中 ,PP 用 7 代入 ,Q 用 7 代入 ,S 用 6 代入 ,TT 用 代入 


(8) CaP>((6P06) >((YV OP VO))) 传递 (1) (7) 
(9) (G56)>((aPrp>((YV Om VO))) 调头 (8) 
(10) (aeB) 一 ((ac*B) 一 ((7V6) 一 CO VG))) 传递 (2) (9) 
(11) (aeB) 一 ((YVO) 二 CO VO)) 凝 缩 (10) 
即 (ae*p) 一 (P(a)ep(B) )。 
其 他 3 种 形式 同 理 可 证 。 
由 数学 归纳 法 知 , 命 题 成 立 。 
23 命题 演算 的 假设 推理 系统 
上 面 介绍 了 命题 演算 的 永 真 的 公理 系统 。 但 从 定理 的 证 明 过 程 看 ,要 找 一 个 公式 的 永 


真 的 证 明 过 程 往往 较 复杂 ,为 此 引入 新 的 证 明 过 程 , 称 为 假设 推理 系统 。 由 于 它 的 推理 形式 


类 似 于 日 常生 活 中 的 推理 形式 ,因此 也 称 为 自然 推理 系统 。 
231 假设 推理 系统 的 组 成 


1. 扩充 的 推理 规则 
(1) 设 有 如 下 的 推理 规则 


车 RR:Ai,As,…,A, 上 FA, 则 称 A 由 Ai,As,…,A, 实施 规则 R 而 得 。 实 际 上 , 它 是 分 离 


规则 A 一 B,A 上 FB 的 推广 。 


设 T=Ai,As,…,A,, 则 上 述 规则 记 为 上 HA。 其 中 械 为 形式 前 提 ,A 为 形式 结论 。 
(2) 肯定 前 提 律 : Ai ,As,…,A, 上 A;(i 二 1,2,…,n), 即 前 提 中 的 任何 命题 均 可 作为 


第 2 章 命题 演算 的 推理 理论 


2. 假设 推理 过 程 

定义 2.1: 如 果 能 够 作出 一 系列 合式 公式 序列 Al ,As,…,A, ,它们 满足 下 列 性 质 : 

(1) A; 或 为 公理 之 一 。 

(2) 或 为 公式 7 ,7,，,… ,Xi 之 一 ,每 个 称 为 假设 。 

(3) 或 由 前 面 的 若干 个 A。A, 利用 分 离 规则 而 得 。 

CS A =B, 
则 称 公式 序列 Ai ,A;，,… ,A, 为 由 公式 71,7,，… ,Xs 证 明 B 的 证 明 过 程 。 把 它 记 为 

11 上 B 

注意 ,定义 中 的 假设 7, ,7;,… ,ys 只 能 理解 为 其 本 身 , 不 能 代入 。 

3. 推理 定理 

如 果 了,A 上 FB, 则 FA 一 B( 其 中 全 = Ai,A:,…,A,)。 也 可 表示 为 : 如 果 Al,A;,…， 
A,,A 上 FB, 则 Ai,A,,…,A, FA 一 B。 依 此 类 推 ,可 得 定理 

FA > (As > (… 一 (A —> (A —> B)):…) 

4. 反 证 法 推理 定理 

如 果 了,?A FB, 且 有 ,?A 上 F?B, 则 上 FA。 

此 定理 称 为 反 证 法 推理 定理 ,也 称 反 证 律 。 

其 他 公理 .规则 同 2. 1 节 。 

5. 假设 推理 证 明定 理 的 方法 

假设 推理 证 明定 理 的 方法 如 下 : 

(1) 把 待 证 公式 的 前 件 一 一 列 出 ,作为 假设 (或 把 待 证 公式 的 后 件 的 否定 作为 假设 ) ,并 
在 公式 后 注 明 为 假设 。 

(2) 按 上 述 介绍 的 永 真 推理 方法 进行 推理 ,但 此 时 不 能 对 假设 实施 代入 规则 。 

(3) 当 推 导出 待 证 公式 的 后 件 时 (或 把 待 证 公式 的 后 件 的 否定 作为 假设 推导 出 矛盾 时 ) 
就 说 证 明了 该 定理 。 括 号 中 的 方法 称 为 反 证 法 。 
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例 2.3: (P-~(Q~~R)) 一 ((PAQ) 一 R)。 


证 明 : 

(1) P-~(Q-~R) 假设 
(2) PAQ 假设 
Cay CP NO SP 公理 8 
(4) C(PAQ) 一 Q 公理 9 
(5) 也 分 离 (3) (2) 
(6) Q 分 离 (4) (2) 


(7) Q™>R 分 离 (1)、(5) 
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(8)R 分 离 (7) (6) 
由 假设 推理 过 程 的 定义 知 


P~>(Q>R).PAQHFR 
由 推理 定理 得 
(P>(Q>R) >((PAQ)—>R) 
例 2.4: ((PVQ>(RAS)>(((SVW)=U >(P™>U)). 


证 明 : 
(1) (PVQ) 一 (RAS) 假设 
(2) (SVW)—U 假设 
(3)P 假设 
(4) P>(PVQ) 公理 11 
(5) PVQ 分 离 (4) 、(3) 
(6) RAS 分 离 (1) (5) 
(7) (PAQ) 一 Q 公理 9 
(8) (RAS)—>S (7) 中 ,P 用 R 代入,Q 用 S 代入 
Woy Ss 分 离 (8) 、(6) 
(10) S>(SVW) (4) 中 ,P 用 S 代 入 ,Q 用 W 代 入 
(11) SVW 分 离 (10) (9) 
(12)U 分 离 (2) (11) 
由 假设 推理 过 程 的 定义 知 

(PVQ) 一 (RAS),(SVW) 一 UP HU 
由 推理 定理 知 


((PVQ—(RAS)—>(((SVW)>U)—> (P=>U)) 
例 2.5: (?P-~P) 一 P。 
证 明 : 
(1) ?P~~P 假设 
(2) ?P 假设 ,后 件 的 否定 
(3)P 分 离 (1)、(2) 
(2)、(3) 了 矛盾 。 
由 反 证 法 得 
?P 一 PHP 
由 推理 定理 得 
(?P—>P)—P 
例 2.6: 用 假设 推理 系统 构造 下 面 推 理 的 证 明 。 
如 果 所 有 成 员 都 预先 得 到 通知 , 且 到 场 人 数 达 到 法 定 人 数 , 则 会 议 将 如 期 举行 ;如 果 至 
少 有 20 人 到 场 就 算 达 到 法 定 人 数 ;如 果 邮 局 没有 罢工 ,通知 就 会 提前 送 到 ;现在 会 议 没有 如 
期 举行 ;到 场 人 数 达 到 20 人 。 结 论 : 邮局 罢工 了 。 
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证 明 : 设 

: 所 有 成 员 都 预先 得 到 通知 。 
: 到 场 人 数 达 到 法 定 人 数 。 

: 会 议 将 如 期 举行 。 

: 至 少 有 20 人 到 场 。 

: 邮局 罢工 。 

i 提 : (PAQ)>R,S>Q,?W—>P,?R,S,。 
吉 论 : W 。 

(1) (PAQ) 一 R 

(2) S—>Q 

(3) ?WW—>P 

(4) ?R 

(5) S 

(6) ?W 

(7)P 

(8) Q 

(9) PAQ 

(10) 尺 

(4)、(10) 了 矛盾 。 


车 所 WHOT 


(P AQ) 一 R,S 一 Q,?W 一 P,?R,S 上 W 
233 额外 假设 推理 法 


1. 附加 前 提 证 明 法 
设 推理 形式 具有 如 下 结构 : 
As A A AAA) SA 
其 结论 也 为 蕴含 式 。 此 时 可 将 结论 的 前 件 也 作为 推理 的 额外 假设 ,如 能 推出 结 


假设 
假设 
假设 
假设 
假设 
后 件 的 否定 
分 离 (3) 、(6) 
分 离 (2) (5) 
合 取 (7) (8) 
分 离 (1) (9) 


论 B, 就 说 证 


明了 该 公式 。 这 种 证 明 方 法 称 为 附加 前 提 证 明 法 。 这 种 方法 的 正确 性 可 由 前 面 的 推理 定理 


说 明之 。 
例 2.7: 已 知 
前 提 : P-~(?R-~?Q) ,R 一 ?S,S。 
结论 ; P>?Q。 
证 明 : 
(1) P-~(?R-~?Q) 
(2) R-~?S 
(3) S 


假设 
假设 
假设 
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二 ,区 额外 假设 
(5) (P->~?Q) 一 (Q-~?P) 公理 14 
(6) (R—>?S)—>(S—>?R) (5) 中 ,P 用 R 代 入 ,Q 用 S 代入 
(7》 S$S 专 饭 分 离 (6) (2) 
(8) ?R 分 离 (7) (3) 
(9) ?R>?Q 分 离 (1) (4) 
(10) ?Q 分 离 (9)、(8) 
2. 半 反 证 法 


在 推理 过 程 中 ,除了 把 待 证 公式 的 前 件 作为 假设 外 , 若 待 证 公式 的 后 件 是 一 个 析 取 式 B 
VY, 此 时 把 析 取 式 中 的 一 个 析 取 项 的 否定 作为 额外 假设 ,如 能 推出 另外 一 个 析 取 项 ,就 说 
证 明了 该 公式 。 这 种 证 明 方法 称 为 半 反 证 法 。 其 形式 化 描述 如 下 : 

车 Ai,As，…,A,,?B 上 FY, 则 Ai,As，…,A, FBVY。 


例 2.8: 
前 提 : (PAQ)>R,S>P,P>Q。 
结论 : ?SVR。 
证 明 : 
(1) (PAQ—>R 假设 
(2) S>P 假设 
(3) P>Q 假设 
Ww 吾 额外 假设 
(5) P—P 公理 15 
5 (5) 中 ,P 用 S 代入 
dS 分 离 (6) (4) 
(2).P 分 离 (2) (7) 
(9) Q 分 离 (3) (8) 
(10) PAQ 合 取 (8) (9) 
CR 分 离 (1) (10) 
由 半 反 证 法 知 

(PAQ®—>R.S>P.P>QHF?SVR 
3. 穷 举 法 


如 果 在 推理 过 程 中 或 在 假设 中 出 现 析 取 式 BV BV…VB, 此 时 分 别 引 入 额外 假设 B， 
应 ,…,B,, 若 能 分 别 推出 待 证 公式 的 后 件 , 就 说 证 明了 该 公式 。 这 种 证 明 方法 称 为 穷 举 法 。 
其 形式 化 描述 如 下 : 

车 Ai,As，…,A,,B 上 B,Ai,A:,…,A,,B FB,…,Ai,A:,…,A,,p, 上 FB, 则 Al ,A,,…, 
AssB VBVVB, FB. 

例 2.9: 用 穷 举 法 证 明 下 面 的 公式 为 定理 。 
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(PO (RS)-= (PV RY)-=(QV 8))) 


证 明 : 
(1) P-~Q 假设 
(2) R>S 假设 
(3) PVR 假设 
(4)P (3) 额 外 假设 
(5 分 离 (1) (4) 
(6) P>(PVQ) 公理 11 
(7) Q-~(QVS) (6) 中 ,P 用 Q 代 入 ,Q 用 S 代入 
(8) QVS 分 离 (7) (5) 
(9) 尺 (3) 额 外 假设 
后 续 推 理 不 能 使 用 (4) 一 (8) 
(10) S 分 离 (2) (9) 
(11) Q™>(PVQ) 公理 12 
(12) S>(QVS) (11) 中 ,P 用 Q 代 入 ,Q 用 S 代入 
(BYGYS 分 离 (12) (10) 
由 穷 举 法 知 
POR=SSPVERHFAVS 
由 推理 定理 知 


(PQ =((R=>S)—=((PV R)= (QV S))) 
4. 归 雇 证 明 法 
假设 需 证 明 A 为 真 , 只 需 找 到 一 个 矛盾 式 B. 使 得 ?A->B 为 真 。 因 为 B 为 假 ,日 ?A 一 B 
为 真 ,所 以 ?A 为 假 。 因 此 A 为 真 。 这 种 证 明 方 法 称 为 归 雇 证 明 法 。 其 形式 化 描述 如 下 : 
车 上 ?A 一 (BA?B), 则 上 A。 
例 2.10: 证 明 PV?P 为 定理 。 


证 明 : 

(1) P>P 公理 1 
C2 XP NTPY > NIP (1) 中 ,P 用 PA?P 代 入 
(3) MPV YP) ->CPATP 替换 (2) 


由 归 廖 证 明 法 知 PV ?P 为 真 。 


24 命题 演算 的 归结 推理 法 


归结 推理 法 是 机 器 证 明 的 一 个 重要 方法 , 它 是 仅 有 一 条 推理 规则 ( 称 为 归结 规则 ) 的 机 
械 推 理 法 ,从 而 便于 计算 机 程序 实现 。 下 面 先 介绍 归结 证 明 过 程 。 
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241 归结 证 明 过 程 


证 明 公 式 A 一 B( 其 中 A 和 B 为 子 公 式 ) 为 定理 .实际 上 是 证 明 ?(A 一 B) 二 A 人 人?B 为 矛 
盾 式 。 归 结 法 就 是 从 公式 AA?B 出 发 对 子 句 进行 归结 。 
进一步 推广 ,要 证 明 公式 A 一 (A: 一 (… 一 (Ai 一 (A, 一 B))…) 为 真 ,实际 上 只 需 证 明 
Ai 人?(A, 一 (… 一 (Ai 一 (A, 一 也 ))…) 为 矛盾 式 。 
对 于 公式 A 人 ?(As 一 (… 一 (A,_1 悦 (A, 一 B))…), 可 作 如 下 变形 : 
A 人 ?CA > (> (A > (A, —> B))…) 
= A A 人 ?CA V (A: 一 (… 一 (Ai 一 (4 一 了 B))…) 
一 A 人 A, 人 ?CA 一 (… 一 (Al 一 (A, 了 B))…) 
= 一 AAA4AA 人 人 …A 人 4.A 人 7?B 
也 就 是 说 ,要 证 明 公 式 Ai 一 (A: 一 (… 一 (Ai 一 (A, 一 B))…) 为 真 ,实际 上 只 需 证 明 公 
式 A1 人 A 人 … 信 A, 人?B 为 矛盾 式 。 
1. 建立 子 句 集 
(1) 将 上 述 方法 所 得 公式 AAA, 人 … 信 A, 和?B 化 为 合 取 范 式 。 
(2) 把 合 取 范式 的 所 有 析 取 式 构 成 一 个 集合 , 即 子 句 集 。 
例如 ,要 证 明 公 式 ((P~>Q)A 人 AP) 一 Q, 只 要 证 明 公 式 ((P~~Q) 和 人 P) 人 ?Q 为 矛盾 式 。 
根据 (1) 得 合 取 范式 : 
QP VW 
根据 (2) 建 立 子 句 集 : 
S= {?PV Q,P,?Q) 
2. 对 子 句 集 $ 的 归结 
设 有 两 个 子 句 PIV P: V…V P, 和 ?P:V Q:V…VQ。, 其 中 一 个 含有 命题 变 元 的 肯定 
形式 , 另 一 个 含有 该 变 元 的 否定 形式 ,由 这 两 个 子 句 就 可 推出 一 个 新 子 句 ,该 子 句 称 为 这 两 
个 子 句 的 归结 式 。 此 归结 式 是 由 两 个 子 句 析 取 后 再 消去 互补 对 P; 和 ?P, 而 得 , 即 P: V P， 
V…V PV QsV QsV…VQ, 将 此 归结 式 加 入 子 句 集中 进行 新 的 归结 。 
表 2.1 给 出 若干 重要 的 归结 规则 。 


表 2.1 若干 重要 的 归结 规则 


父辈 子 句 归 结 式 说 明 
P 和 ?PVQ Q 三 段 论 
PVQ 和 ?PVQ Q 子 句 合并 成 Q 
PVQ 和 ?PV ?Q ?PVP 或 QV?Q 两 个 可 能 的 于 句 均 为 重 言 式 
?Pp 和 P 空子 句 ,归结 结束 
PVQ 和 ?QV3?R PV?R 一 般 归 结 
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3. 归结 证 明 
依 上 述 归 结 规则 进行 归结 ,直至 归结 出 空子 句 (用 “ 品 " 表 示 ), 则 证 明 原 公式 是 定理 , 否 
则 原 公 式 不 是 定理 。 


242 归结 证 明示 例 


例 2.11: ((PAQ A (P=>R)>((Q>5)>(W—>(SAR))), 

证 明 : 先 将 (PAQ)A(P 一 R) 人 (QS)AWA?(SAR) 化 为 合 取 范 式 , 得 
PAQACGQPYV RAQV SAWA SYV IR) 

建立 子 句 集 : 


{P,Q, ?PVR,?QVS,W,?SV ?R} 

归结 过 程 如 下 : 
(WP 
(2) Q 
(3) ?PVR 
(4) ?QVS 
(5)W 
(6) ?SV ?R 
(DR (1)、(3) 归 结 
ES (7)、(6) 归 结 
(9) ?Q (4) (8) 归 结 
(10) (2)、(9) 归 结 
例 2.12: (P>R)>((Q>S)>((PAQ>((WAU >(RAS)))), 
证 明 : 先 将 (CPR) 人 (QS) 和 APAQAWAUA?(RAS) 化 为 合 取 范式 ,得 

( ?PVR)ACQVSIAPAQAWAUACGRYV3?S) 
建立 子 句 集 : 


{?PV R,?QV S,P,Q,W,U,?R V ?S} 
归结 过 程 如 下 : 
(1) ?PVR 
(2) ?QVS 
(3)P 
(4) Q 
(IW 
(OU 
(7) ?RV?S 
(8) 尺 (1) (3) 归 结 
Co 9 (7)、(8) 归 结 
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(10) ?Q (2)、(9) 归 结 
(11) (4)、(10) 归 结 
例 2.13: 用 归结 推理 法 证 明 下 列 推理 的 正确 性 。 

如 果 Tom 或 Mary 去 马尔 代 夫 , 则 John 也 去 马尔 代 夫 ;Mark 不 去 马尔 代 夫 或 Tom 去 
马尔 代 夫 ;如 果 Mary 不 去 马尔 代 夫 , 则 Tom 去 马尔 代 夫 。 所 以 如 果 Mark 去 马尔 代 夫 , 则 
John 去 马尔 代 夫 。 

解 : 令 

卫 表示 Tom 去 马尔 代 夫 。 

Q 表示 Mary 去 马尔 代 夫 。 

R 表示 John 去 马尔 代 夫 。 

S 表示 Mark 去 马尔 代 夫 。 

上 述 推理 的 前 提 如 下 : 

(1) (PVQ) 一 R 

(2) ?SVP 

(3) ?Q—>P 

结论 : S>R。 

把 上 述 前 提 和 结论 化 为 子 句 及 归结 的 过 程 如 下 : 

(1) ?PVR 

(2) ?QVR 

C3 TS 

(4) QVP 

,3 

(6) ?R 

人 (6) (2) 归 结 

(8)P (7) (4) 归 结 

(9) 尺 (8) (1) 归 结 

(10) (9)、(6) 归 结 


25 典型 例题 


例 2. 14: 用 永 真 公理 系统 证 明 (P-~?P)-?P 为 定理 。 


证 明 : 

(1) P>((P>Q) >Q) 定理 2.4 
(2) P>((P>?P)—>?P) (1) 中 ,Q 用 ?P 代入 
9) P=) > ?PY 公理 14 


和 (3) 中 ,了 用 P 一 ?P 代入 ,Q 用 卫 代 入 
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人 加 头 (4) 
(6) (P>(P—>?(P—>?P))) 分 离 (5) (2) 
(7) (P-~(P-~Q)) 一 (P-~Q) 公理 4 
(8) (P>(P>?(P—>?P)))>(P—>?(P—>?P)) (7) 中 ,Q 用 ?CP>?P) 代 入 
(9) P>?(P—>?P) 分 离 (8) (6) 
(10) (P>?(P—>?P))—((P—>?P)—?P) (3) 中 ,Q 用 P 一 ?P 代 入 
(11) (P—>?P)—?P 分 离 (10) (9) 
例 2.15: 用 假设 推理 方法 证 明 下 式 为 定理 。 

(P—>(Q—>R))—>((Q—> (R—>5))—>((PAQ)— (RA SS)) 
证 明 : 
(1) P>(Q™>R) 假设 
(2) Q>(R—>S) 假设 
As 假设 
(4) (PAQ) 一 忆 公理 8 
(5) (PAQW—Q 公理 9 
(6) 书 分 离 (4) (3) 
(7) Q 分 离 (5) (3) 
(8) Q>R 分 离 (1) (6) 
(YR 分 离 (8) (7) 
(10) R>S 分 离 (2) (7) 
Co 分 离 (10) (9) 
(12) P=>(Q—>(PAQ)) 公理 10 
(13) R>(S>(RAS)) (12) 中 ,P 用 R 代入 ,Q 用 S 代入 
(14) S>(RAS) 分 离 (13) (9) 
(15) RAS 分 离 (14) (11) 
由 假设 推理 过 程 的 定义 知 

P—>(Q>R).Q—>(R—>S),PAQHRAS 

由 推理 定理 知 

(P>(Q>R)—>((Q—> (R—>S5)—>((PAQ— (RA S))) 


例 2. 16: Ri、Rs、Rs、Rs 4 个 人 参加 知识 竞赛 。 
前 提 : 

(1) 若 Ri 获得 冠军 , 则 R。 或 Rs 获得 亚军 。 
(2) 若 Rs 获得 亚军 , 则 Ri 不 能 获得 冠军 。 
(3) 车 R, 获得 亚军 , 则 Rs 不 能 获得 亚军 。 
(4) Ri 获得 冠军 。 

结论 : R 未 获得 亚军 。 

用 假设 推理 证 明 上 述 结论 。 
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证 明 : 设 
P 表示 Ri 获得 冠军 。 
Q 表示 Rs 获得 亚军 。 
及 表示 Rs 获得 亚军 。 
S 表示 R, 获得 亚军 。 
则 原 命题 前 提 可 符号 化 为 
P—>((Q—>?R) A (IR—>Q),R—>?P,S—?Q,P 
结论 可 符号 化 为 


ES 
(1) P>((Q—>?R) A (?R—Q)) 假设 
(2) R-*»?P 假设 
(3) S>?Q 假设 
4)P 假设 
(9 人 结论 的 否定 
(6) P—>P 公理 15 
(7) S—S (6) 中 ,P 用 S 代入 
(8) S 分 离 (7) (5) 
(9) ?Q 分 离 (3) (8) 
(10) (Q-~~?R) A (YR—>Q) 分 离 (1) (4) 
(11) (PAQ) 一 Q 公理 (9) 


(12) ((Q>?R) 和 人 (IR 一 Q)) 一 (?R>Q) (11) 中 ,PP 用 Q 一 ?R 代 入 ,Q@ 用 ?R 一 Q 代 入 


(13) ?R>Q 分 离 (12) (10) 
(14) (P>?Q)>(Q—>?P) 公理 14 
(15) (R>?P)>(P—>?R) (14) 中 ,P 用 R 代入 ,Q 用 P 代 入 
(16) P>?R 分 离 (15) (2) 
(17) ?R 分 离 (16) (4) 
(18) Q 分 离 (13) (17) 
(9) 和 (18) 了 矛盾 。 

由 反 证 法 知 


丽人 
例 2.17: 用 归结 推理 法 证 明 下 式 为 定理 。 
(PV QI 一 (Q 一 RD) 一 ((P 一 S) 一 (3 一 (RACOPVOQ))77) 

证 明 : 

(1) PVQ 

(2) ?QVR 

(3) ?PVS 

C4) ?8S 


第 2 章 ”命题 演算 的 推理 理论 


(5) ?RV?P 
(6) ?RV ?Q 

(7) ?P (3) (4) 归 结 
(8) Q (1 7? 归结 
(9) 尺 C8)、(2) 归 结 
(10) ?Q (9) (6) 归 结 
(8) (10) 归 结 

习题 


2.1 用 永 真 的 公理 系统 证 明 下 列 公式 。 
(1) PS(PVP) 
(2) (?P>Q)—>(?Q>P) 
(3) PV?P 
(4) P>(Q™>P) 
(5) (P>(Q>R))>((PAQ—>R) 
2.2 已 知 公理 
A: P>(Q>P) 
B: (Q>R)>((P>Q)>(P™>R)) 
C: (PVP)—>P 
D: Q>(PVQ) 
E: (PVQ) 一 (QVP) 
及 分 离 规 则 和 代入 规则 。 证 明 : 
(1) PP 为 定理 。 
(2) (P 一 P)V (RA?R) 为 定理 。 
2.3 用 假设 推理 系统 证 明 下 列 公式 为 定理 。 
(I CP>Q)~C(P™>70) >?P) 
(2) (P>(Q>R))>((P>Q) >(P>R)) 
(3) ((PAQ) 一 R) 一 (P-~(Q->~R)) 
(4) ((PAQ)A(CCP-~R)A(CQ-~S)))-~(SAR) 
(5) ((PAQM—>R)>((S>P)—>(Q>(S>R))) 
(6) ((PAQM—>R)—>(P>(Q>(SV R))) 
(7) (P>R)>((Q>S)>((PAQOW >(W—>(RAS)))) 
(8) (P>Q>((R>S)>((PV R)—>(QV S))) 
2.4 用 假设 推理 系统 构造 以 下 推理 的 证 明 。 
(1) 如 果 Tom 是 文科 生 , 则 他 的 英语 成 绩 一 定 很 好 ;如 果 Tom 不 是 理科 生 , 则 他 一 定 
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是 文科 生 ;Tom 的 英语 成 绩 不 好 ;结论 : Tom 是 理科 生 。 

(2) 如 果 今 天 是 星期 天 ,IT 兴趣 小 组 就 去 中 山陵 或 明 孝 陵 玩 ;如 果 中 山陵 游玩 的 人 太 
多 ,IT 兴趣 小 组 就 不 去 中 山陵 玩 ; 今 天 是 星期 天 ;中 山陵 游玩 的 人 太 多 ;所 以 IT 兴趣 小 组 去 
明 孝 陵 玩 。 

(3) 明天 是 晴天 ,或 者 下 十 ;如 果 是 晴天 ,我 就 去 中 山陵 玩 ; 如 果 我 去 中 山陵 玩 , 我 就 不 
玩 4 王 者 荣耀 ); 结 论 : 如 果 我 在 玩 ( 王 者 荣耀 ), 则 天 在 下 雨 。 

2.5 用 穷 举 法 构造 以 下 推理 的 证 明 。 

前 提 : (PAQ)>R,?SVP,?S>R,Q。 

结论 : R。 

2.6 用 半 反 证 法 构造 以 下 推理 的 证 明 。 

前 提 : ?P-~Q,P-~R,Q-~S。 

结论 : RV 5。 

2.7 ”用 归结 推理 法 证 明 下 列 公式 为 定理 。 

(1) ((PAQA(P>R)A(Q>S)))>(SAR) 

(2) (P>Q)>((P>?Q) >?P) 

(3) (?(PA?Q A (QV R)A?TR)>?P 

(4) PV?P 

(5) ((PAQ—>R)>((S>P)—>(Q—™>(S—>R))) 

(6) ((PAQ>R)>(P>(Q>(SV R))) 

(7) (P>R)>((Q>S)>((PAQO—>(W—>(RAS)))) 

(8) (P>Q)—>((R>S)>((PVR)>(QV S))) 

(9) (P>?QW >((R>Q)>((RA?S)>?P)) 

2.8 用 归结 推理 法 证 明 以 下 推理 的 正确 性 。 

(1) 如 果 Tom 去 北京 工作 ,那么 Mary 或 John 感到 高 兴 ; 如 果 Mary 感到 高 兴 , 则 Tom 
不 去 北京 工作 ;如 果 Mark 高 兴 , 则 John 不 高 兴 。 所 以 ,如 果 Tom 去 北京 , 则 Mark 不 高 兴 。 

(2) 如 果 今 天 我 没 课 , 则 我 去 机 房 上 机 或 去 图 书馆 查 资料 ;车 机 房 没 有 空闲 计算 机 , 那 
么 我 就 没 法 上 机 ;今天 我 没 课 ,机 房 也 没 空闲 计算 机 。 所 以 今天 我 去 图 书馆 查 资料 。 
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在 命题 演算 中 ,把 不 可 剖 开 或 分 解 为 更 简单 的 命题 的 原子 命题 作为 基本 单元 ,把 语句 分 
解 为 原子 命题 ,而 不 对 原子 命题 的 内 部 结构 加 以 分 析 。 本 章 将 对 原子 命题 进一步 剖析 ,分 解 
为 个 体 和 谓词 。 一 般 地 讲 , 原 子 命题 是 由 若干 谓词 和 项 组 成 的 ,本 章 的 目标 是 把 日 常 永 真 的 
知识 表达 成 谓词 演算 的 形式 语言 ,再 加 上 一 些 永 真 的 规则 ,推出 一 些 新 的 知识 ,研究 它们 的 
形式 结构 和 逻辑 关系 。 谓 词 演 算 中 语句 的 符号 化 是 人 工 智 能 中 知识 表示 的 基础 。 


31 谓词 和 个 体 


311 个 体 


首先 介绍 与 个 体 有 关 的 几 个 重要 概念 。 

(1) 个 体 : 具有 独立 意义 、 独 立 存在 的 东西 。 

常 个 体 : 具有 确定 含义 的 个 体 ,也 称 为 实体 。 例 如 ,南京 理工 大 学 “人 工 智 能 “计算 
机 科学 ”等 均 为 常 个 体 。 常 个 体 常用 a、b\ec 等 表示 。 

(2) 个 体 域 : 由 个 体 组 成 的 集合 。 例 如 ,{ 微 信 , 微 博 , 支 付 宝 }, {xz|z 为 南京 理工 大 学 学 
生 } 等 就 是 个 体 域 。 个 体 域 常用 TI、JK 等 表示 。 

(3) 全 总 个 体 域 : 所 有 个 体 ,不 管 是 何 种 类 型 的 个 体 ,组 合 在 一 起 组 成 的 个 体 域 ,用 U 表示 。 

(4) 个 体 变 元 : 以 个 体 域 T 中 的 变 元 为 变 目 的 变 元 称 为 个 体 域 T 上 的 个 体 变 元 ,常用 
zy 等 表示 。 

(5) 项 : 构成 原子 公式 的 一 部 分 。 常 量 符号 是 最 简单 的 项 ,是 用 来 表示 论 域 中 的 个 体 
或 实体 。 一 般 地 讲 , 个 体 和 实体 可 以 是 物体 人、 概念 或 有 名 称 的 任何 事物 。 

项 包括 实体 ,变量 符号 和 函数 符号 等 。 


312 谓词 
1. 有 关 概 念 


1) 谓词 的 定义 
谓词 是 指 个 体 所 具有 的 性 质 或 若干 个 体 之 间 的 关系 。 


离散 数学 

例如 ,5 为 质数 ”7 小 于 8” 中 的 “为 质数 “小 于 ” 均 为 谓词 。 前 者 是 个 体 *5” 所 具有 的 
性 质 , 为 一 元 谓词 ;后 者 是 指 个 体 *7” 和 “8” 所 具有 的 关系 ,为 二 元 谓词 。 

约定 用 大 写字 母 A、B\C 等 表示 谓词 。 

例如 : 

(1) 5 为 质数 。 令 A 表示 “为 质数 ”, 实 体 a 表示 “5”, 则 该 语句 可 表示 为 A(a)。 

(2) 7 小 于 8。 令 也 表示 “小 于 ”, 实 体 a 表示 “7”, 实 体 5 表示“8”, 则 该 语句 可 表示 为 
Bla,b), 

2) 谓词 填 式 

单个 谓词 不 构成 完整 的 意思 ,只 有 在 谓词 后 填 以 个 体 才能 构成 完整 的 意义 ,这 种 在 谓词 
后 填 以 个 体 构 成 的 式 子 称 为 谓词 填 式 。 

例如 ， 为 质数 ?是 谓词 ,但 不 构成 完整 的 意义 ,而 谓词 填 式 “5 为 质数 7 为 质数 ”等 就 能 
表达 完整 的 意思 。 

3) 谓词 命名 式 

谓词 后 填 以 命名 变 元 e 构成 的 式 子 称 为 谓词 命名 式 。 命 名 变 元 仅 代表 谓词 的 元 数 ,不 
代表 其 他 意思 。 

例如 ,A(e) 表 示 A 为 一 元 谓词 ,B(e ,e;) 表 示 B 为 二 元 谓词 , 依 此 类 推 。 

4) 谓词 变 元 

以 谓词 组 成 的 集合 为 变 域 的 变 元 称 为 谓词 变 元 。 
上 面 已 经 描述 过 ,大 写字 母 A、B\C 等 表示 特定 的 谓词 ,小 写字 母 a.b、c 等 表示 特定 的 
个 体 或 实体 。 现 在 约定 用 大 写字 母 X、Y、Z 等 表示 谓词 变 元 ,小 写字 母 x+、y、z 等 表示 个 体 
变 元 。 

2. 谓词 语句 的 符号 化 

一 阶 谓词 演算 是 一 种 形式 语言 .用 它 可 以 表示 各 种 各 样 的 语句 。 这 种 形式 语言 的 表达 
式 可 以 作为 产生 式 数 据 库 的 组 成 部 分 。 现 在 讨论 谓词 语句 是 如 何 符号 化 的 。 一 般 地 讲 , 动 
间 、 系 动词 .形容词 和 集合 名 词 均 可 以 表达 成 谓词 。 

例 3.1: 他 送 我 这 台 笔 记 本 电脑 。 

解 : 令 

A(ei'ez'es) 表 示 “ei 送 es e3”。 

B(e) 表 示 “e 为 笔记 本 电脑 ”。 

a 表示 “他 ”。 

b 表示 “我 ”。 

c 表示“ 这 人 台 ”。 
则 原 句 译 为 


A(Ca:pc) A B(c) 
例 3.2: Tom 送 Alice 这 只 大 的 红 气 球 。 
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解 : 令 

Ale ,es ,es) 表 示 “el 送 es es”。 

B(e) 表 示 “e 为 大 的 ”。 

Cl(e) 表 示 "e 为 红 的”。 

D(e) 表 示 “e 为 气球 ”。 

a 表示 “Tom”。 

b 表示 “Alice”。 

c 表示 “这 只 ”。 
则 原 句 译 为 

A(a'bc) 人 BC) A C(c) 人 DCc) 

例 3.3: 美国 位 于 加 拿 大 和 拉丁 美洲 之 间 。 

解 : 令 

A(ei,ez'es) 表 示 el 位 于 es 和 es 之 间 。 

a 表示 美国 。 

4b 表示 加 拿 大 。 

< 表示 拉丁 美洲 。 
则 原 句 译 为 

Ala,b,c) 

上 面 分 别 介绍 了 谓词 和 个 体 的 有 关 知 识 , 事 实 上 这 仅仅 是 基于 实体 (或 称 特定 个 体 ) 的 
谓词 ,而 在 谓词 演算 中 ,知识 的 表示 往往 采用 变量 , 即 个 体 变 元 ,表达 一 类 相同 的 事实 或 

例如 ,Shakespeare wrote“Othello”, 可 以 符号 化 为 Write(Shakespeare,Othello)。 此 表 
达 式 表示 常 谓词 Write、 实 体 Shakespeare 和 Othello 之 间 的 关系 。 

下 面 讨论 另外 两 种 情况 : 

(1) WriteCzyy), 即 个 体 为 变量 符号 项 。 

此 表达 式 表示 xz 和 y 的 关系 是 Write, 即 作者 x 写 y。 此 时 zz 可 在 个 体 域 1( 表 示 作 者 
的 集合 ) 上 变化 ;y 可 在 个 体 域 (表示 书 名 的 集合 ) 上 变化 。 

因而 表达 式 Write(x,y) 表 达 一 类 关系 。 

(2) XCz,y), 即 个 体 为 变量 符号 项 ,谓词 为 谓词 变 元 。 

此 表达 式 表示 工 和 > 有 关系 和 ,此 时 zy 和 XX 分 别 在 3 个 个 体 域 上 变化 。 

综 上 所 述 ,谓词 和 个 体 是 息息相关 的 ,基于 个 体 的 谓词 才 是 一 个 完整 的 谓词 ,上 且 个 体 . 谓 
词 、 个 体 域 三 者 是 可 以 变化 的 。 

以 个 体 域 了 为 定义 域 .以 真 假 为 值 域 的 谓词 称 作 个 体 域 T 上 的 谓词 。 

以 个 体 域 T 上 的 谓词 为 变 域 的 变 元 称 作 个 体 域 T 上 的 谓词 变 元 。 

下 面 讨论 个 个 体 组 成 的 个 体 域 T 上 的 m 元 谓词 。 


离散 数学 
先 讨论 个 体 域 (a,5} 上 的 谓词 。 
一 元 谓词 X(e) 如 表 3. 1 所 示 。 


表 3.1 两 个 个 体 的 一 元 谓词 
e Xi X; X: X, 
a Ey 下 F F 
b 和 F 过 F 
从 表 3.1 可 知 一 元 谓词 共有 4 个 ,确切 地 说 共有 4 类 。 
二 元 谓词 XCei,ez) 共 有 16 个 ,如 表 3.2 所 示 。 
表 3.2 两 个 个 体 的 二 元 谓词 
el ez | XI | X | Xs | X, | Xs | Xe |X | Xe | Xs | Kyo | Xu | Kis | Xis | Xu | Xis | Xe 
a a F 轩 替 下 F F F T 党 下 守 F F F F 
a b 本 下 F 寺 至 F F F 到 F 墨 F F F 
b a 四 T F 下 F T F 二 F F F F F 
b b T T 村 2 F TF 和 F 下 F F F F F 于 F 


不 难 验 证 ,hh 个 个 体 组 成 的 个 体 域 上 的 一 元 谓词 有 2’ 个 ,二 元 谓词 有 2” 个 ,m 元 谓词 
和 有 到 在 。 


32 函数 项 和 量词 


3.1 节 讨 论 了 基于 实体 和 变量 符号 项 的 谓词 ,下 面 讨 论 函 数 项 和 量词 。 
321 函数 项 


函数 项 是 以 个 体 为 定义 域 . 以 个 体 为 值 域 的 函数 。 约 定 用 Ag 等 表示 抽象 的 函 
数 项 。 

例 3.4: 将 语句 Mark's mother is married to his father 符号 化 。 

解 : 令 

Me ,ezs) 表 示 *“ei is married to es”。 

m(e) 表 示 “e 的 mother”。 

f(e) 表 示 “e 的 father”。 
则 语句 表示 为 

M(m(Mark), F(Mark)) 
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322 量词 


在 引入 量词 以 前 , 先 看 一 个 例子 。 

设 P(z) 表 示 xz 为 教授 ,车 zz 的 个 体 域 表示 人 工 智能 学 院 的 教师 , 则 P(x) 表 示人 工 智 
能 学 院 的 教师 均 为 教授 ,而 事实 并 非 如 此 ,确切 的 表达 应 该 是 人 工 智 能 学 院 有 些 教 师 是 教 
授 。 如 果 仍 用 P(z) 表 示 z 为 教授 ,显然 会 引起 概念 上 的 混乱 ,为 此 必须 引入 量词 表示 “所 
有 的 ”有 一 些 ” 等 不 同 的 概念 。 

从 以 上 简单 的 例子 可 以 看 出 ,要 确切 ,完整 地 表达 一 个 语句 ,必须 约定 个 体 的 取 值 范围 。 
如 上 例 规定 x 的 取 值 范围 为 人 工 智能 学 院 的 教师 的 集合 ,也 可 约定 x 为 人 文学 院 的 教师 的 
集合 ,如 此 约定 很 显然 不 利于 计算 机 的 识别 和 处 理 。 采 用 如 下 方法 可 解决 上 面 的 不 利 因素 。 

(1) 约定 变量 符号 即 个 体 变 元 x 取 值 于 全 总 个 体 域 U。 

(2) 用 谓词 来 限定 x 的 取 值 范围 。 

(3) 引进 全 称 量词 Vz 表示 “所 有 的 zx” 一 切 x” 等 ,存在 量词 x 表示 “存在 一 些 z”“ 有 
一 些 x” 等 概念 。 

(4) 规定 一 般 情况 下 紧 跟 在 全 称 量词 Vz 之 后 的 主 联结 词 为 ~~, 紧 跟 在 存在 量词 3z 之 
后 的 主 联结 词 为 人 。 

至 此 ,再 来 看 上 面 的 例子 “人 工 智能 学 院 有 些 教师 是 教授 ”。 

设 A(e) 表 示 "e 为 人 工 智 能 学 院 的 教师 ”,P(e) 表 示 ”e 为 教授 ”, 则 原 句 译 为 

3z(A(z) A P(z)) 

此 例 中 zz 取 值 于 全 总 个 体 域 ,谓词 A&Ce) 限 定 z 的 取 值 范 围 。 

有 了 量词 的 概念 ,知识 的 符号 化 问题 就 很 容易 得 到 解决 。 下 面 举 一 些 例子 说 明 把 知识 
表达 成 符号 公式 的 方法 。 

例 3.5: 有 些 人 没 写 过 任何 小 说 。 

解 : 令 

P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 

N(e) 表 示 “e 为 小 说 ”。 

W(el ,es ) 表 示 “el 写 过 eo”。 
则 原 句 译 为 

3z(P(Cz) A Vy(N(y) 一 ?W(Cz,y))) 

例 3.6: 尽管 有 人 能 干 ,但 未 必 所 有 人 能 干 。 

解 : 令 

P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 

A(e) 表 示 “e 能 干 ”。 
则 原 句 译 为 

3z(P(z) AA(z)) 人 A?Vz(PCzr) 一 A(Cz)) 


例 3.7: If a program can not be told a fact,then it can not learn that fact。 


离散 数学 
解 : 令 
P(e) 表 示 “e 为 program”。 
F(e) 表 示 “e 为 fact”。 
Te ,ez ) 表 示 “el can be told es”。 
(el ez) 表示 “el can learn es”。 
则 原 句 译 为 
VaVy((Plz) A Fy) 人 TT(2,9)) -> HL (2, yD) 
例 3.8: 我 敬 人 人 ,人 人 敬 我 。 
解 : 令 
P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 
A(el ves) 表示 “el 散 e,”。 
a 表示 “我 ”。 
则 原 句 译 为 
Vz((P(z) A Al(a,zr)) — A(zr,a)) 
例 3.9: 鱼 我 所 欲 ,能 掌 亦 我 所 欲 。 
解 : 令 
F(e) 表 示 “e 为 鱼 ”。 
B(e) 表 示 “e 为 熊 掌 ”。 
W(el es) 表示 “ei 为 es 所 欲 ”。 
a 表示 “我 ”。 
则 原 句 译 为 
Vz(F(z)—> A(zr,a)) 人 AVz(CBCz) — A(zr,a)) 
例 3.10: 有 些 人 喜欢 所 有 的 网 络 游戏 ,但 并 非 所 有 人 均 喜 欢 网 络 游戏 。 
解 : 令 
P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 
G(e) 表 示 “e 为 网 络 游戏 ”。 
L(ei ses) 表示 “el 喜欢 es”。 
则 原 句 译 为 
3zCP(Cz) A Vy(G(y) > L(z,y))) A ?Vr(P(r)—> Iy(G(y) ALCz,y))) 
例 3.11: 任何 一 个 集合 x, 总 存在 一 个 集合 y,y 的 基数 比 x 的 基数 大 。 
解 : 令 
S(e) 表 示 “e 为 集合 ”。 
f(e) 表 示 “e 的 基数 ”。 
G(ei ,es ) 表 示 “e1 比 es 大 ”。 
则 原 句 译 为 
Vzr(CSCr) 一 了 3y(SCy) A G(f(y),f(7)))) 
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33 自由 变 元 和 约束 变 元 


331 自由 出 现 和 约束 出 现 


在 第 1 章 中 给 出 了 命题 演算 公式 的 形式 定义 。 对 于 谓词 演算 来 说 ,也 存在 合式 公式 的 
形式 定义 的 问题 。 首 先 约定 ACzi ,za,…，*zw) 为 谓词 演算 公式 的 原子 公式 ,其 中 zyzz，…， 
zw 是 项 (实体 .变量 符号 、 函 数 ) 。 

定义 3.1: 谓词 演算 的 合式 公式 (简称 公式 ) 是 由 原子 命题 ,谓词 填 式 或 由 它们 利用 联结 
词 和 量词 构成 的 式 子 。 

合式 公式 的 形式 定义 如 下 : 

(1) 原子 命题 P 是 合式 公式 。 

(2) 谓词 填 式 A(zi ,xs，… ,zx,) 是 合式 公式 。 

(3) 若 A 是 公式 , 则 ?A 是 合式 公式 。 

(4) 车 A 和 B 是 合式 公式 , 则 (AAB)、.(AVB)、(A 一 B)、(A*>B) 为 公式 。 

(5) 若 A 是 合式 公式 ,xz 是 A 中 出 现 的 任何 个 体 变 元 , 则 VzA(Cz)、 3 了 zA(z) 为 合式 
公式 ; 

(6) 只 有 有 限 次 使 用 (1)、(2)、(3)、(4)、(5) 所 得 到 的 式 子 才 是 合式 公式 。 

定义 3.2: 设 a 为 任何 一 个 谓词 演算 公式 ,VY xA(z)、 xA(z) 为 公式 a 的 子 公 式 , 此 
时 紧 跟 在 V 、 习 之 后 的 z 称 为 量词 的 指导 变 元 或 作用 变 元 ,A(z) 称 为 量词 的 作用 域 ,在 作 
用 域 中 并 的 一 切 出 现 均 称 为 约 东 出现, 在 中 除了 约束 出 现 外 的 一 切 出 现 均 称 为 自由 
出 现 。 

例 3.12: 指出 合式 公式 VzCXCr,y) 一 3 了 yGYCz.y)AZC=))) 的 作用 域 、. 约 束 出 现 和 自 
由 出 现 。 

解 : Vz 的 作用 域 为 XCz,y) 一 了 y(CYCz,y) 人 AZ(=))。 

3y 的 作用 域 为 Y(z,y) A 人 2(z)。 
公式 中 的 z 为 约束 出 现 , 第 一 个 y 和 > 是 自由 出 现 ,Y(z,y) 人 入 Z(z) 中 的 y 为 约束 出 现 。 

定义 3.3: 一 个 变 元 zx 若 在 公式 中 有 自由 出 现 , 则 称 此 变 元 为 自由 变 元 ;车 有 约束 出 
现 , 则 称 为 约束 变 元 。 

注意 ,自由 出 现 的 变 元 可 以 在 量词 的 作用 域 中 出 现 ,但 不 受 相 应 量词 的 约束 ,所 以 有 时 
把 它 看 作 公 式 中 的 参数 。 有 一 个 特例 , 若 公式 中 无 自由 变 元 ,公式 即 为 命题 。 


332 改名 和 代 人 


1. 改名 
从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,同一 个 变 元 ,如 在 公式 Vz(CXCzr,y) 一 了 y(Y(Czyy)A 人 AZCz))) 
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中 的 y, 既 有 约束 出 现 又 有 自由 出 现 。 为 了 避免 变 元 的 约束 出 现 和 自由 出 现在 某 一 公式 中 
同时 出 现 ,引起 概念 上 的 混乱 ,可 以 对 约束 变 元 进行 改名 ,使 得 同一 个 变 元 或 者 为 约束 出 现 ， 
或 者 为 自由 出 现 , 同 时 使 不 同 的 量词 所 约束 的 变 元 不 同名 ,便于 计算 机 对 知识 的 处 理 。 之 所 
以 可 以 这 样 做 ,是 因为 一 个 公式 的 约束 变 元 所 用 的 符号 与 公式 的 真 假 是 无 关 的 。 例 如 ,公式 
VzX(z) 和 公式 V yX(y) 具 有 相同 的 意义 。 
下 面 给 出 改名 的 规则 : 
(1) 改名 是 对 约束 变 元 而 言 的 ,自由 变 元 不 能 改名 。 改 名 时 应 对 量词 的 指导 变 元 及 其 
作用 域 中 所 出 现 的 约束 变 元 处 处 进行 。 
(2) 改名 前 后 不 能 改变 变 元 的 约束 关系 。 
(3) 改名 用 的 新 名 应 是 该 作用 域 中 没有 使 用 过 的 变 元 名 称 。 
例 3.13: 对 公式 VzCXCz,y) 一 了 >y(YCz,y) 人 2Z(Cz))) 实 施 改名 。 
解 : 可 把 公式 改名 为 
Vz(X(Czyy) 一 了 wx(Y(Czyxz) A 2(2))) 
但 不 能 改名 为 
Vz(X(z,y) > Iz(Y(z,z) AZ(Cz))) 
因为 这 样 将 改变 变量 的 约束 关系 。 
2 并 六 
谓词 演算 公式 中 的 自由 变 元 可 以 更 改 , 称 为 代入 。 代 入 是 对 自由 变 元 而 言 的 ,约束 变 元 
不 能 代入 ,代入 后 的 式 子 是 原 式 的 特例 。 代 入 必须 遵循 下 列 规则 : 
(1) 代入 必须 处 处 进行 , 即 代 入 时 必须 对 公式 中 出 现 的 所 有 同名 的 自由 变 元 进行 。 
(2) 代入 后 不 能 改变 原 式 和 代入 式 的 约束 关系 。 
(3) 代入 也 可 以 对 谓词 填 式 进行 ,但 也 要 遵循 上 面 两 条 规则 ; 
(4) 命题 变 元 也 可 以 实施 代入 。 
例 3.14: 已 知 公 式 VYz(X(r,y)>3y(Y(z,y) AZ(z))), 
(1) 把 公式 中 的 自由 变 元 y 代 以 式 子 z? 十 2。 
(2) 把 公式 中 的 谓词 变 元 XCe ,es) 代 以 3 yD(e es ,yz)。 
解 : 
(1) 先 把 式 子 x 十 2 直接 代入 原 式 ,观察 结果 。 
代入 后 得 
Vz(X(Czyzz 十 2) -> Jy(Y(r,y) A 2Z(z))) 
显然 代入 式 中 的 x? 中 的 zz 本 应 为 自由 变 元 ,而 现在 受 全 称 量 词 Yz 约束 ,改变 了 它 的 
约 东 关系 ,因此 是 一 种 非法 代入 。 为 此 必须 采用 下 面 的 方法 : 
先 对 原 式 改名 ,将 Vz 改 为 Vu, 将 习 y 改 为 3v, 改 名 后 得 式 子 
Vul(X(u,y) —> Jv(Y(usv) A 2(z))) 
最 后 代入 ,得 
Vul(X(u,r’:+2)—> Iv(Y(u,v) A 2(z))) 
验证 公式 可 知 , 没 有 改变 变 元 的 约束 关系 ,所 以 这 种 代入 符合 代入 规则 。 
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(2) 采用 直接 代入 ,查看 结果 。 
代入 后 得 式 子 


人 习习 ORG MZ 

显然 ,代入 式 中 的 工本 应 为 自由 变 元 ,代入 后 受 Vz 约束 ,改变 了 约束 关系 。 原 式 中 的 
y 本 是 自由 变 元 ,代入 后 受 3y 约束 ,改变 了 约束 关系 。 因 此 ,这 是 一 种 非法 代入 。 
先 对 原 式 改名 ,将 Yz 改 为 Vu, 将 3 了 3y 改 为 了 uv: 
Vul(X(u,y) > Jv(Y(u,v) A 2(z))) 
再 对 代入 式 改 名 ,将 y 改 为 31, 得 
3IDlerresstr) 

最 后 代入 ,得 

Yul(3Du, yt rz) — Jv(Y(u,v) A 2(2))) 


34 永 真性 和 可 满足 性 


341 真 假 性 


由 前 面 的 讨论 可 知 ,谓词 演算 公式 的 真 假 性 与 4 个 因素 有 关 。 下 面 简单 讨论 相关 的 理 
由 ,以 便 读者 对 知识 的 真 假 性 有 一 个 全 面 了 解 。 

(1) 个 体 域 : 设 A(e) 表 示 “e 为 偶数 ”, 公 式 YV zzA(z) 的 值 随 个 体 域 的 不 同 而 不 同 。 例 
如 ,个 体 域 1 为 {1,2,3,4.5,6) 时 ,公式 的 值 为 假 ;个 体 域 T 为 {2,4,6,8) 时 ,公式 的 值 
为 真 。 

(2) 自由 变 元 : 取 值 于 个 体 域 {1,2,3,4,5,6)}。 对 于 公式 ACz), 当 工 取 4 时 ,其 值 为 
真 ; 当 工 取 5 时 ,其 值 为 假 。 所 以 ,公式 的 真 假 性 随 变 元 取 值 情况 不 同 而 不 同 。 

(3) 谓词 变 元 : 对 于 个 体 域 1 二 {2,4,6.8), 分 以 下 两 种 情况 。 

当 A(e) 表 示 “e 为 偶数 "时 ,VY xzA(z) 二 TT。 

当 A(e) 表 示 “e 为 奇数 "时 ,VY xzA(z) 二 F。 

(4) 命题 变 元 : 对 于 个 体 域 二 {2,4,6,8},A(e) 表 示 “e 为 偶数 ”。 

考虑 公式 VYxA(z)AP, 当 P=T 时 ,公式 的 值 为 真 ; 当 P=F 时 ,公式 的 值 为 假 。 

设 为 任何 一 个 谓词 演算 公式 ,其 中 自由 变 元 为 zi ,zs,…,z, ,谓词 变 元 为 Xi ,Xs ,…， 
XX ,命题 变 元 为 P1,P;,…,P;。 此 时 a 可 表示 为 

a(zir Tos Ts Ris Xess Xa; Ps Ps, Pi) 

有 了 上 面 的 讨论 ,就 可 对 谓词 演算 公式 给 予 解释 。 

设 个 体 域 1 解释 为 常 个 体 域 1° 。 

自由 变 元 zi ,zz ，… ,zx 解释 为 I” 中 的 个 体 al ,az ,… ,a,。 

谓词 变 元 Xi ,X: ,…,Xw 解释 为 I* 上 的 谓词 A ,A;，…,A。。 

命题 变 元 Pi , P,,…,P 解释 为 PY, 户 ,…, 忆 ,其 中 P= 或 F,i=={1,2,…,k})。 
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则 说 给 了 公式 a 一 个 解释 。 记 为 
(Pyarsa2 ss ans A Ass***, An; PY?, PY, , PL) 
公式 a 在 该 解释 下 的 值 记 为 
aaiyaz 和 yas3Ai As ,An; PY, P?,.…, Pe) 

简 记 为 a(a;A;P?)。 

如 果 该 值 取 为 了 , 则 称 该 解释 为 成 真 解释 ; 

如 果 该 值 取 为 F, 则 称 该 解释 为 成 假 解释 。 

下 面 讨 论 含 有 量词 的 谓词 演算 公式 的 真 假 性 。 首 先 讨论 公式 Vza(z) 和 了 za(z) 的 真 
假 性 。 

V<za(z) 为 真 二 个 体 域 工 中 的 每 一 个 个 体 均 使 得 取 为 真 。 

了 za(z) 为 真一 个 体 域 工 中 有 一 个 个 体 使 得 取 为 真 。 

下 面 举例 说 明 给 定 一 个 解释 后 求 公式 真 假 性 的 方法 。 

例 3.15: 已 知 公式 VzVYy(CXCz,y)AYCz)AP) 一 2Z(Cz,y)), 求 公式 在 解释 (T; =; 
X(eiyez),Y(e),Z(eez);P) 一 ({(1,2,3,4}3;2;ei 三 eve 为 偶数 ,el 三 es;T) 之 下 的 值 。 

解 : 将 解释 代入 公式 ,得 

原 式 = YrxVYy((z 宇 y A 2 为 偶数 人 T) 一 工 过 yy) 
一 VZzVYyCzr 二 yy 一 工 迄 y) 

(1) 当 z=1 时 , 原 式 的 作用 域 =Yy(1>y~1 入 >)。 

@ 当 y=1 时 ,Vy 的 作用 域 =1 之 11<1=T。 

Q@ 当 y 宇 2 时 ,Vy 的 作用 域 =1 宝 y>1<y=F>T=T。 

(2) 当 z=2 时 , 原 式 的 作用 域 = VY y(2 宇 y>2 二 y)。 

@ 当 y=1 时 ,VYy 的 作用 域 =2 宇 1>2<1=T>F=F。 

@ 当 y=2 时 ,Vy 的 作用 域 =2 宇 2 一 2<2=T 一 T=T。 

Q@ 当 y 宇 3 时 ,Vy 的 作用 域 =2 宝 y>2 二 y= 二 FT=T。 

(3) 当 z=3 时 , 原 式 的 作用 域 = VY y(3 宇 y>3 三 y)。 

@ 当 y=1,2 时 ,Vy 的 作用 域 =3 宇 y 一 3 全 y 二 TF=F。 

@ 当 y=3 时 ,Vy 的 作用 域 =3 宇 3 一 3<3= 二 TT=T。 

@ 当 y=4 时 ,Vy 的 作用 域 =3 之 434 二 FT 二 T。 

(4) 当 z=4 时 , 原 式 的 作用 域 = Vy(4 宇 y>4 二 y)。 

@ 当 y=1,2,3 时 ,Vy 的 作用 域 王 4 之 y 一 4 委 y 一 T-~F 一 F。 

Q@ 当 y>=4 时 ,Vsy 的 作用 域 =4 宇 4 一 4<4=T>T=T。 

综 上 所 述 , 当 z=2 且 y=1,zx=3 且 y=1,2,x=4 且 y=1,2,3 时 ,有 

Vy(Cz 二 yy 一 工 委 >y) 一 了 
所 以 ,根据 含有 全 称 量词 公式 真 假 的 定义 知 : 
VzrVy((X(z,y) A Y(z) 人 AP) 一 Z(zy)) =F 
故 原 式 在 已 知 解释 下 的 值 为 下 。 
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342 同 真 假 性 、 永 真性 和 可 满足 性 


有 了 解释 的 概念 ,就 可 讨论 公式 的 同 真 假 性 、 永 真性 和 可 满足 性 。 
定义 3.4: 设 有 两 个 公式 a 和 BB, 如 果 对 于 个 体 域 T 上 的 任何 解释 ,公式 a 和 B8 均 取得 相 
同 的 真 假 值 , 则 称 c 和 8 在 工 上 同 真 假 。 
如 果 a 和 有 在 每 一 个 非 空域 上 均 同 真 假 , 则 称 c 和 有 同 真 假 。 
下 面 给 出 两 组 等 价 公式 。 
(1) 关于 否定 的 等 价 公式 。 
?Vza(z) 一 了 zy?a(z) 
?3za(z) 一 YVz?a(Cz) 
对 于 上 面 两 个 公式 可 在 有 限 域 1 二 {a ,as，…,a,} 上 加 以 说 明 , 当 然 在 无 限 域 上 等 价 公 
式 仍 成 立 。 
?VYxza(z) 一 ?(a(al) NM a(as) 人 … NM al(a,)) 
一 ?a(al) V Pa(as) V *% V Tala,) 
Ix?a(z) 
?3za(z) 一 ?Ca(a) V alas) V… V ala,)) 
Tal(a) 人 ?a(az) 人 … A Pal(a,) 
= Vz?a(z) 
(2) 量词 作用 域 的 收缩 与 扩张 。 
设 公式 7 中 不 含有 自由 的 zz, 则 下 面 的 公式 成 立 。 
3z(eGz)V7 = 了 3za(z) VY 
3z(G(z) A7) = 了 3zra(Gz) MY 
Vrla(r) V 2) 一 YzraCzr) VY 
VzCaCz) 人 7) 一 YVza(Cz) 人 7 
例 3.16: 用 上 面 的 等 价 公式 判断 公式 Vza(Cz) 一 ”和 VYxzCaCz) 一 7) 是 否 等 价 。 
解 : 


| 


Vxza(z) 一 7 一 ?Vza(z) VY 
= Iz?a(z) V7 
3z(?a(Cz) V 7) 
= Iz(a(z)—7) 
Yr(a(r)—7) 


所 以 两 公式 不 等 价 。 

定义 3.5: 给 定 一 个 谓词 演算 公式 a, 其 个 体 域 为 I。 对 于 了 中 的 任意 一 个 解释 , 若 a 均 
取 为 真 , 则 称 公式 a 在 I 上 为 永 真 的 ;车 a 均 取 为 假 , 则 称 公式 a 在 I 上 为 水 假 的 ,也 称 为 公 
式 a 在 IT 上 不 可 满足 。 

定义 3.6: 给 定 一 个 谓词 演算 公式 a, 其 个 体 域 为 I。 如 果 在 个 体 域 T 上 存在 一 个 解释 
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使 得 a 取 为 真 , 则 称 公式 a 在 I 上 为 可 满足 公式 ;如 果 在 个 体 域 T 上 存在 一 个 解释 使 得 a 取 
为 假 , 则 称 公 式 a 在 工 上 为 非 永 真 公 
定理 3.1: 如 果 了 J 是 两 个 具有 相同 个 数 的 个 体 的 个 体 域 ( 个 体 本 身 可 不 相同 ), 则 任意 
一 个 公式 “在 工 中 永 真 当 上 且 仅 当 其 在 J 中 永 真 , 在 工 中 可 满足 当 且 仅 当 其 在 J 中 可 满足 。 
证 明 : 要 证 明 该 问题 ,首先 要 在 两 个 个 体 域 [ 和.J 上 建立 个 体 、. 谓 词 .解释 等 元 素 间 的 
一 一 对 应 关系 。 构 造 如 下 : 
(1) 因为 I 和 J 具有 相同 个 数 的 个 体 的 个 体 域 ,所 以 可 在 两 者 之 间 建 立 一 一 对 应 关系 ， 
即 在 I 中 有 一 个 个 体 a ,总 能 在 J 中 找到 一 个 个 体 与 之 对 应 ,反之 亦 然 。 
(2) 建立 个 体 域 T 和 J 中 谓词 的 一 一 对 应 关系 。 
设 X(zi,z2，,…,z,) 是 I 中 的 nn 元 谓词 , 令 满足 下 列 性 质 的 本 中 的 n 元 谓词 X'(x1， 
Xb 9T4) 与 久 (xz1 TT) 相对 应 ; 和 (xy ,x2,*… ,x ) 为 真 当 且 仅 当 X (zi ,zs,… ,zx') 为 
真 ,其 中 zz 在 I 中 取 值 ,x' 在 本 中 取 值 。 
(3) 为 中 的 解释 与 中 的 解释 建立 一 一 对 应 关系 : 
设 有 I 中 的 一 个 解释 
Le I OD CT GY 
= (al ,az an; Al As ,An;Pi,P2,*…, PR) 
简 记 为 (zx;X;P)= (a;A;P")。 
则 令 了 中 的 下 列 解释 为 其 对 应 的 解释 : 
人 
= (aaya2， 和 023A1A2 Am; P,P?,.…,P?) 
简 记 为 (a’;A’;P")。 
利用 归纳 法 ,可 证 明 a(a;A;P")==a(a’;A’;P")。 Wy 
如 果 a 为 命题 变 元 ,命题 显然 成 立 。 
如 果 a 为 谓词 填 式 X(zi ,zs，,…,z,), 则 有 
a(a;A;P’)= A(ai az，…an) 
= A’(ai,as ,sa’) 
= FA PP) 
故 命题 成 立 。 
如 果 a 为 下 列 5 种 情形 之 一 : 
2B ,BV BesB: MN BsB > BB eB 
由 归纳 假设 知 ,B 和 p 满足 式 (3.1), 即 
Bla;A;P') = B(a’;A’;P") 
Bla;sA;P') = B(a’;A’;P') 
当 a==?B 时 ， 
ala;A;P’)= ?B(a;A;P'") 
= ?h(a’;A’;P') 
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=a(a’;A’;P’) 

故 式 (3. 1) 成 立 。 

当 a=BVB 时 ， 
al(a;A;P’")= (B V B)(a;A;P') 

=B(a;sA;P’) V Bla;A;P'’) 
=pB(a’sA’;sP') V Bla’';A’;P’) 
= (BV PB)(a';A’;P") 

故 式 (3. 1) 成 立 。 


同 理 可 证 其 他 3 种 情形 。 
如 果 a 形 如 习 yB(z;X;P;y) ,由 归纳 假设 知 
有 (aiA;Poiy) 一 有 Ca APoiy) (C3: 2) 


了 yp (Cz;X;Piy) 为 真 , 即 在 个 体 域 工 中 有 一 个 个 体 使 得 Bi(a;A;P?" ;5) 为 真 ,根据 
式 (3.2) 知 : Bla’;A’;P" ;46 ) 为 真 , 即 导 yB(z;X;P;y) 在 J 上 取 为 真 。 

故 式 (3. 1) 成 立 。 

如 果 a 形 如 VyB(z;XX;P;y), 同 理 可 证 。 

设 a 在 I 中 可 满足 , 即 在 I 中 存在 一 个 解释 (a;A;P") 使 得 a 取 真 值 ,由 解释 的 一 一 对 
应 关系 和 式 (3.1) 知 ,在 本 中 也 存在 一 个 解释 (a ;A’;P?) 使 得 a 取 为 真 , 故 a 在 三 中 可 满足 。 
反之 亦 然 。 

同 理 可 证 ,a 在 T 中 永 真 当 且 仅 当 a 在 J 中 永 真 。 

讨论 公式 的 永 真性 和 可 满足 性 的 目的 是 简化 讨论 任 一 谓词 演算 公式 在 某 一 个 体 域 上 的 
真 假 性 。 由 上 可 知 , 有 限 域 上 一 个 公式 的 永 真性 和 可 满足 性 依赖 于 个 体 域 中 个 体 的 数目 ,与 
个 体 的 内 容 无 关 , 因 此 要 讨论 公式 a 在 任何 & 个 个 体 域 上 的 永 真性 和 可 满足 性 ,只 要 讨论 公 
式 a 在 个 体 域 T={1,2,…,k} 上 的 永 真性 和 可 满足 性 即 可 。 我 们 把 个 体 域 {1,2,…,k} 称 为 
k 域 , 即 由 个 个 体 组 成 的 个 体 域 。 当 k==1 时 , 称 为 1 域 , 依 此 类 推 。 

显然 有 下 面 的 定理 。 

定理 3.2: 如 果 一 个 公式 在 域 上 永 真 , 则 其 在 h(<k) 域 上 永 真 。 

定理 3.3: 如 果 一 个 公式 在 及 域 上 可 满足 , 则 其 在 &(k 记 h) 域 上 可 满足 。 

例 3.17: 试 讨论 公 式 Vz(X(z) 习 (y(Y(y) 和 2Z(z)) 一 VrY(z))) 的 永 真性 和 可 满足 性 。 

解 : 

(1) 讨论 1 域 即 个 体 域 1 二 {1} 的 情形 。 

公式 = X(1) 一 ((Y(1) A 2Z(1)) >Y(1)) 
= X(1)—T 
导演 

所 以 公式 在 1 域 上 永 真 。 

(2) 讨论 2 域 上 的 情形 ,此 时 个 体 域 [= {1,2)。 

由 于 公式 在 1 域 上 永 真 ,所 以 公式 在 1 域 上 可 满足 。 由 定理 3. 3 知 公式 在 2 域 上 可 满足 。 

由 前 面 讨论 可 知 ,2 域 上 的 一 元 谓词 有 4 个 ,如 表 3. 3 所 示 。 


离散 数学 
表 3.3 2 域 上 的 一 元 谓词 


e Xi Xz Xs X4 
本 里 F 里 F 
2 时 下 BP 


在 解释 (JTJ;z;X,Y,Z) 一 ({1,2};2;Xi,X:,X:) 下 ， 
原 式 = Vz(CX(Cz) 一 (了 y(Xs(Cy) A Xi(2)) -一 VrX,(7r))) 
= VYz(CXICz) > (Iy(Xs(y) A T)—> VrXs(z))) 
= ViX(z)—= (IyX(y) 一 YrX(z))) 
= Vz(X(z) = (T— VrzX:(z))) 
= Vr(Xi(z)—> VrX:(7z)) 
= Yr(Xi(z)—F) 
= Vz?Xi(zx) 
=F 
故 公式 在 2 域 上 可 满足 但 非 永 真 。 
(3) 讨论 &CA 二 2) 域 上 的 情形 。 
因为 公式 在 2 域 上 可 满足 ,根据 定理 3. 3 知 ,公式 在 & 域 上 可 满足 。 
设 公式 在 & 域 上 永 真 ,根据 定理 3. 2 知 ,公式 在 2 域 上 永 真 ,与 公式 在 2 域 上 非 永 真 
矛盾 。 
故 公 式 在 人 域 上 可 满足 但 非 永 真 。 


343 范式 


在 命题 演算 中 , 任 一 命题 演算 公式 均 有 一 个 范式 与 之 等 价 。 对 于 谓词 演算 公式 也 有 相 
应 的 范式 ,其 中 任 一 谓词 演算 公式 均 有 一 个 前 东 范 式 与 之 等 价 。 前 束 范式 对 于 计算 机 处 理 
和 识别 谓词 演算 公式 有 着 重要 的 作用 。 

1. 前 束 范式 

定义 3.7: 如 果 谓 词 演 算 公 式 a 中 的 一 切 量词 均 在 公式 的 最 前 面 (量词 前 不 含 否 定 词 ) 
且 其 作用 域 一 直 延 伸 到 公式 的 末端 , 则 称 公式 a 为 前 束 形 公式 。 前 东 形 公式 的 一 般 形式 为 

QT1Q TQ TM (IT Ts Th ) 

其 中 ,Qi 为 VY 或 3 ,M(xzi,zs，… ,zx,) 称 为 公式 a 的 母 式 且 其 中 不 含有 量词 。 

定理 3.4: 任意 一 个 谓词 演算 公式 均 有 一 个 前 东 范 式 与 之 等 价 。 

下 面 用 具体 的 例子 来 说 明 该 定理 。 

例 3.18: 把 公式 zxVyVz(X(r,y.z) 人 (3uYlu,z) 司 3zxW(y,zx))) 化 为 前 束 范 式 。 

解 : 

(1) 利用 等 值 公式 消去 和 一: 

原 式 一 3zVyVz(CXCzr,y',z) A (? 了 xy(u,z) V 了 zwWCy,z))) 
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(2) 否定 深入 : 
原 式 = 3zVyVz(XCzy,z) 人 A(YVu3?yCu,r) V 了 zW(Cy,z))) 
(3) 改名 : 
原 式 = 3zVyVz(CXCzy,z) 人 (Vu?yCuez) V 3oWCy,o))) 
(4) 前 移 量词 : 
原 式 = J3xVyVzVuIv (XCr,y,z) 人 (?Y(Cue,z) V WCy,o)) 
= JzVyVzVujM(zr,y,z u,v) 
2. Skolem 标准 形 
定义 3.8: 仅 含有 全 称 量词 的 前 束 范式 称 为 Skolem 标准 形 。 
定理 3.5: 任 一 谓词 演算 公式 a 均 可 以 化 成 相应 的 Skolem 标准 形 且 a 为 不 可 满足 的 当 
且 仅 当 其 Skolem 标准 形 是 不 可 满足 的 。 
Skolem 标准 形 的 求解 算法 如 下 : 
(1) 求 谓词 演算 公式 的 前 束 范式 。 
(2) 按 如 下 方法 消去 存在 量词 。 
QO@ 若 存在 量词 3z 前 无 全 称 量词 , 则 引入 Skolem 常量 ,代替 公式 中 受 3z 约束 的 变 
元 ,消去 存在 量词 。 
@ 若 存 在 量词 3z 前 有 n 个 全 称 量词 , 则 引入 元 Skolem 函数 ,代替 公式 中 受 j x 
约束 的 变 元 ,消去 存在 量词 。 
(3) 从 左 至 右 重复 上 述 过 程 ,直至 公式 中 不 含有 存在 量词 。 
例 3.19: 求 公 式 3z(?CVyXCz,y) 一 (了 xzY(z) 人 AVzZCz)))) 的 Skolem 标准 形 。 
解 : 
(1) 先 把 公式 化 为 前 束 范式 : 
原 式 = 3 了 3z(?(?VyXCz,y) V (3zY(z) A VzZ(Cz)))) 
I3z(VyX(r,y) A (Vz?IY(z) V Ix?2(7))) 
= Jz(VyX(zr,y) A (Vz?Y(z) V Ju?2(u))) 
= JzVyVzIu(X(z,y) MA (YY(z) V ?2Z(x))) 
(2) 化 为 Skolem 标准 形 : 
原 式 会 VyVz 了 xu(XCa,y) A (YY(z) V ?2Z(u))) 
SOVyVz(X(a,y) A (YY(z) V ?2Z(f(y,z)))) 


ll 


35 唯一 性 量词 和 摹 状 词 


351 唯一 性 量词 


日 常 语句 中 常常 出 现 “ 只 有 一 个 ……”“ 恰 好 有 一 个 ……” 等 语句 ,对 于 这 些 语 句 可 以 引 
进 唯一 性 量词 3 !z 来 表示 它们 。 


离散 数学 
了 1!za(z) 表 示 恰 好 有 一 个 工 使 得 a(z) 为 真 。3 ! 称 为 唯一 性 量词 。 
可 以 利用 等 价 公 式 消去 唯一 性 量词 。 等 价 公 式 如 下 : 
jlzxa(z) = 3 了 3z(aGCz) A Vy(r Ay > ?Tal(y))) 
下 面 通过 例子 说 明 利用 唯一 性 量词 符号 化 语句 的 方法 。 
例 3.20: 他 是 唯一 没有 去 过 美国 的 人 。 
解 : 令 
P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 
BCel,ez) 表 示 “el 去 过 eo”。 
a 表示 “他 ”。 
b 表示 “美国 ”。 
则 原 句 译 为 
3l!z(P(z) A ?B(z,b) A z=a) 
例 3.21: 地 球 是 唯一 有 人 的 星球 。 
解 : 令 
S(e) 表 示 "e 为 星球 ”。 
P(e) 表 示 "e 为 人 ”。 
Cl(e1 ses) 表示 “el 上 有 es”。 
a 表示 “地 球 ”。 
则 原 句 译 为 
3!lzIy(S(z) A Pl(y) A C(z,y) Nz = a) 


352 莫 状 词 


日 常 语句 中 经 常 使 用 “ 纸 的 发 明 者 “上帝 的 创造 者 ”等 利用 个 体 的 特征 性 质 描述 特定 的 
个 体 , 这 种 描述 特定 个 体 的 短语 称 为 摹 状 词 。 它 跟 谓 词 正好 相反 ,谓词 P(z) 是 指 工 所 具有 
的 性 质 , 而 华 状 词 是 指 具 有 性 质 P 的 那个 个 体 工 。 
Yia (zx) 是 指使 得 a(z) 成 立 的 那个 唯一 的 个 体 ,其 中 称 为 摹 状 词 ,z 称 为 摹 状 词 的 指 
导 变 元 ,ae(z) 称 为 摹 状 词 的 作用 域 。 
注意 ,人 摹 状 词 的 作用 域 与 量词 的 作用 域 均 为 谓词 演算 公式 ,但 人 摹 状 词 的 值 为 个 体 , 而 量 
词 的 值 为 真 或 假 , 且 要 使 用 欧 状 词 必须 满足 存在 性 和 唯一 性 。 对 于 不 满足 存在 性 和 唯一 性 
的 语句 ,如 “地 球 的 创造 者 ”不 满足 存在 性 .“ 计 算 机 的 发 明 者 "不 满足 唯一 性 ,引入 下 面 的 表 
示 方法 : 
工 村 !za(z) 成 立时 .指使 a(z) 成 立时 的 那个 唯一 的 个 体 zx 
VE) = 
否则 
由 擎 状 词 的 定义 可 知 , 下 列 等 式 成 立 。 
Ba(z)) 一 (3lza(Gz) A 3tpGD Ma) V (7?3lze(z) 人 ABC)) 
下 面 利用 侈 状 词 来 符号 化 公 
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例 3. 22: 并 非 读书 最 多 的 人 最 有 知识 。 
解 : 设 

P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 

Ble ,es) 表 示 “e, 比 es 读书 多 ”。 

Cl(ei ses) 表示 “e1 比 e 有 知识 ”。 


则 “读书 最 多 的 人 ” 译 为 
PPCz) A Vy((P(y) NA yA7) > Br,y))) 
把 它 记 为 w, 故 原 句 译 为 
?VICPGD 人 AL 天 zx 一 CCueyt)) 
36 典型 例题 


例 3.23: 把 下 列 语句 翻译 为 谓词 演算 公式 。 
(1) 微 信 和 是 一 种 智能 手机 应 用 程序 ,但 并 非 所 有 人 均 喜 欢 微 信 。 
(2) 有 些 人 喜欢 所 有 的 网 络 服务 。 
解 : 
(1) 设 
S(e) 表 示 “e 为 一 种 智能 手机 应 用 程序 ”。 
P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 
L(ei ,es ) 表 示 “el 喜欢 es”。 
则 原 句 译 为 
S( 微 信 ) 人 ?Vz(CP(Cz) 一 L(xz, 微 信 )) 
(2) 设 
N(e) 表 示 “e 为 网 络 服务 ”。 
P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 
L(e ez) 表示“e 喜欢 ez”。 
则 原 句 译 为 
了 z(CP(z) A Vy(N(y) >L(r,y))) 
例 3.24: 讨论 公式 VzCXCr)VYCz))CVzXCz)V VzYCz)) 的 永 真性 和 可 满足 性 。 
解 : 
(1) 讨论 1 域 即 个 体 域 {1) 的 情形 。 
公式 = (X(I) VYCD)SCXO)Y VYCD) 一 了 
所 以 公式 在 1 域 上 永 真 。 
(2) 讨论 2 域 上 的 情形 .此 时 个 体 域 [一 141,2)} 。 
由 于 公式 在 1 域 上 永 真 ,由 定理 3. 3 知 公式 在 2 域 上 可 满足 。 
由 前 面 的 讨论 可 知 ,2 域 上 的 一 元 谓词 有 4 个 ,如 表 3.4 所 示 。 
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表 3.4 2 域 上 的 一 元 谓词 


e 《| Xz Xs Xs 
1 T F 
2 T YY R R 


在 解释 (IT;XiY) 一 ({1,2};X2,，X:) 下 ， 
原 式 = VzCX:(z) V Xs(Cz))eeCVZXCZ) V YiX (x)) 
= Toe(FVEF) 
=F 
故 公式 在 2 域 上 可 满足 但 非 永 真 。 
(3) 讨论 EGR 二 2) 域 上 的 情形 。 
因为 公式 在 2 域 上 可 满足 ,根据 定理 3. 3 知 , 公 式 在 & 域 上 可 满足 。 
设 公式 在 & 域 上 永 真 ,根据 定理 3. 2 知 , 公 式 在 2 域 上 永 真 ,与 公式 在 2 域 上 非 永 真 
矛盾 。 
故 公 式 在 & 域 上 可 满足 但 非 永 真 。 
例 3.25: 求 公式 VzVYyXCz,y) 一 (Yz3yyCzy)AVYVz3yZCzyy)) 的 Skolem 标 
解 : 
(1) 利用 等 值 公式 消去 和合 : 
原 式 一 ?VzVyX(zy) V (VrIyYlryy) 人 AVz3yZ(Gzyy)) 
(2) 否定 深入 : 
原 式 = 二 3z3jy?XCz,y) V (VrIyY(r,y) A YrIyZ(r,y)) 
(3) 改名 : 
原 式 = jx3y?X(z,y) V (VudvYlu,v) A Vs3t2(s,t)) 
(4) 前 移 量词 : 
原 式 = 3z3yyx3aoVvs3t(?XCz,y) V (YOusv) A 2Z(s5,0))) 
(5) 消去 存在 量词 : 
原 式 全 3yVux3auvVs3x(?XCa,y) V (YCueo) A 205,0))) 
OVuIvVsI ?Xab) V (Yusv) A 2Z(5,1))) 
全 YuVs3 了 it?XCa,O) V (YOusfO)) A ZZ.0))) 
后 ViVsSC?XCa:O) V (Ylus fl)) A Zs,g(u,s)))) 


习题 


3.1 将 下 列 语句 符号 化 。 
(1) 如 果 知 道 你 不 在 家 ,我 就 不 去 找 你 了 。 
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(2) 这 只 大 红 书 柜 摆 满 了 那些 古书 。 

(3) 苏州 位 于 南京 与 上 海 之 间 。 

(4) 他 既 熟 悉 C++ 语言 又 熟悉 Java 语言 。 

(5) Alice 喜欢 人 工 智能 或 机 器 学 习 。 

(6) 区 块 链 是 一 种 分 布 式 账本 技术 。 

3.2 将 下 列 语句 符号 化 为 含有 量词 的 谓词 演算 公式 。 
(1) 没有 不 犯错 误 的 人 。 

(2) 有 不 是 奇数 的 质数 。 

(3) 金子 闪光 ,但 闪光 的 并 非 全 是 金子 。 

(4) 并 非 “ 人 不 为 已 ,天 诛 地 灭 ”。 

(5) 人 不 犯 我 ,我 不 犯人 ;人 若 犯 我 ,我 必 犯 人 。 
(6) 有 一 种 液体 可 溶解 任何 金属 。 

(7) 并非“ 人 为 财 死 , 鸟 为 食 亡 ”。 

(8) 若 要 人 不 知 , 除 非 已 莫 为 。 

(9) 任何 一 数 均 有 一 数 比 它 大 。 

(10) 每 个 作家 均 写 过 作品 。 

(11) 某 些 人 对 某 些 食物 过 敏 。 

(12) 天 下 乌鸦 一 般 黑 。 

(13) 已 所 不 欲 , 勿 施 于 人 。 

(14) 有 些 人 喜欢 所 有 的 明星 ,但 并 非 所 有 人 均 喜 欢 所 有 的 明星 。 
(15) 所 有 人 均 喜 欢 微 信 或 微 博 。 

(16) 我 受 人 人 ,人 人 爱 我 。 

(17) 有 些 学 生 不 喜欢 离散 数学 。 

(18) 群 山中 喜马拉雅 山 最 高 。 

(19) 并 非 一 切 劳动 均 能 用 机 器 代替 。 

(20) 并 非 所 有 大 学 生 都 能 成 为 科学 家 。 

(21) 有 些 人 喜欢 机 器 学 习 课程 ,但 并 非 所 有 人 均 喜 欢 机 器 学 习 课 程 。 
3.3 令 

P(e) 表 示 “e 为 质数 ”。 

E(e) 表 示 “e 为 偶数 ”。 

O(e) 表 示 “e 为 奇数 ”。 

D(ei,ez) 表 示 “e 除 尽 es”。 

将 下 列 公式 翻译 为 日 常 语句 。 

(1) E(2) AP(2) 

(2 VizD2 rEC(:)) 

(3) Vz(?E(z)—>?D(2,7)) 

(4) Vz(E(zx)>Vy(D(z,y)>E(y))) 


二 
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(5 IECEC) NPGr)) 

3.4 ”指出 下 列 公式 的 约束 关系 、 自 由 变 元 和 约束 变 元 。 

COI) VilR(r DV (YC D9) >2Z(2))) 

(2) Vz(X(z)I>Y(y,0))—> Iy(X(y) AY(zr,y)) 

3.5 已 知 公 式 VzX(z)->jy(Y(z,y)AZ(y))。 

(1) 将 公式 中 的 自由 变 元 工 代 以 交 十 2。 

(2) 将 公式 中 的 谓词 变 元 Y(ei ,es) 代 以 式 子 VrAlei ,ezyzyy)。 

3.6 讨论 公式 3 zxV yX(z,y) 在 个 体 域 {1,2) 上 的 成 真 解释 和 成 假 解释 。 

3.7 求 公式 VYz3y(X(z,y) 环 (PAY(z,y,z))) 在 解释 (1;z;X(ei ,es),Y(e ,es ,es); 
P)=({1,3,5) ;1;e1 之 es ,ei 一 es 二 e3;T) 下 的 值 。 

3.8 利用 量词 的 等 价 公式 判断 下 列 每 一 组 公式 中 的 两 个 公式 是 否 等 价 ,其 中 y 中 不 含 
有 自由 的 并 。 

(1) y> VYzra(z) 和 Vz(y>a(r)) 

(2) ?Vz?a(Cz) 一 ”和 习 z(Ca(Cz) 一 7) 

3.9 讨论 公式 3 了 3zXCz) 一 VzX(Cz) 的 永 真性 和 可 满足 性 。 

3.10 讨论 公式 VzCX(z)AY(z))PCVzX(z) 人 VzY(z)) 的 永 真性 和 可 满足 性 。 

3.11 求 下 列 公 式 的 前 束 范式 和 Skolem 标准 形 。 

(1) 了 z(CXCz)A(3yYCzy) 一 了 z2ZCz))) 

(2) YzXCz)eVYZzYCz) 

(3) JzF(z)V (?(VzrF(r) > VY yG(y) AN 3 yG(y)) 

(4) VrVy(X(r)>Y(y)) > Yr(X(r) A IyY(y)) 

(5) ?Vz(IyKX(r,y IzYVyYz,y A Vy(X(y rx) >Y(z,y))))。 

3. 12 用 唯一 性 量词 或 摹 状 词 符号 化 下 列 语句 。 

(1) 只 有 一 个 人 去 过 南极 。 

(2) 最 后 一 个 离开 办 公 室 的 人 关门 窗 和 电源 。 

(3) 并 非 年 龄 最 大 的 人 最 有 知识 。 

(4) 每 个 数 均 有 唯一 的 一 个 数 是 它 的 后 继 。 

(5) 反对 这 个 提案 的 人 只 有 一 个 。 


CT 
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谓词 演算 的 推理 理论 可 以 看 作 是 命题 演算 推理 理论 的 扩张 ,因此 命题 演算 推理 理论 中 
的 公理 和 规则 在 谓词 演算 中 均 可 使 用 。 但 在 谓词 演算 中 , 某 些 前 提 和 结论 可 能 受 量词 的 限 
制 ,所 以 要 增加 关于 量词 的 公理 和 规则 以 完善 谓词 演算 的 推理 方法 。 
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与 命题 演算 的 永 真 推 理 系统 一 样 ,谓词 演算 也 存在 永 真 推理 系统 且 该 系统 比 命题 演算 
更 能 确切 地 描述 知识 的 推理 形式 。 
下 面 介绍 谓词 演算 公理 系统 的 组 成 形式 。 
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1. 语法 部 分 

1) 基本 符号 

公理 系统 中 允许 出 现 的 全 体 符号 的 集合 如 下 : 

(1) 命题 变 元 : 用 P.Q\R 等 字母 表示 。 

(2) 个 体 变 元 : 用 xz、y、z 等 字母 表示 。 

(3) 谓词 变 元 : 用 X. 了 、Z 等 字母 表示 。 

(4) 联结 词 : 包括 ?、V、A 人 、 一 一。 

(5) 量词 : 包括 全 称 量词 Y 和 存在 量词 了 。 

(6) 括号 : 即 *()”。 

(7) 全 称 封闭 符 : 即 A。 

(8) 合式 公式 : 

Q@ 原子 命题 P 是 合式 公式 。 

@ 谓词 填 式 A(zi ,zs,… ,zx,) 是 合式 公式 。 

@ 如 果 A 为 公式 , 则 ?A 为 公式 。 

@ 如 果 A、B 为 公式 , 则 (AVB)、(AAB)、(A 一 B)、(AB) 为 公式 。 
回 车 A 是 合式 公式 ,z 是 A 中 出 现 的 任何 个 体 变 元 , 则 VzA(z)、3 xzA(z) 为 合式 公式 。 
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只 有 有 限 次 使 用 四 一 加 所 得 到 的 式 子 才 是 合式 公式 。 

(9) 全 称 封闭 式 : 设 c 为 含有 个 自由 变 元 的 公式 ,在 “ 前 用 全 称 量词 把 ”个 自由 变 元 
约束 后 所 得 到 的 公式 称 为 a 的 全 称 封闭 式 , 记 为 Aa。 

例如 , VzCXCz,y) 一 ( 习 yYCy,z) 人 AVYau2Z(Cue,u))) 的 全 称 封闭 式 为 

Aa= A(Vz(X(z,y) 一 (了 yY(y,z) A VuZ(u,v)))) 
= VyVzVYv(Vz(X(r,y) > (IyY(y,z) A VuZ (u,v))) 

2) 公理 

以 下 公理 中 的 公式 P.Q.R 均 是 谓词 演算 公式 。 

公理 1: A(P 一 P) 

公理 2: A((P>(Q>R)) 一 (Q>(P>R))) 

公理 3: ACCP-~Q) 一 ((Q-~R) 一 (P-~R))) 

公理 4: A((P 一 (PQ)) 习 (PQ)) 

公理 5: A((P_Q) 习 (PQ)) 


公理 6: A((P-Q) 一 (Q-~P)) 

公理 7: ACCP-~~Q) 一 ((Q-~P) 一 (P<Q))) 
公理 8: A((PAQ)>P) 

公理 9: A((PAQ>Q) 

公理 10: ACP-~~(Q->(PAQ))) 

公理 11: A(P>(PVQ)) 

公理 12: A(Q-~(CPVQ)) 

公理 13: A((P>R)>((Q>R)>((PVQ)>R))) 
公理 14: AC(P->~?Q) 一 (Q-~?P)) 

公理 15: A( PP) 


Wy 
> 


公理 16: ACVZzP(z) 一 PCz)) 

公理 17: A(P(z) 一 了 3zP(z)) 

3) 规则 

谓词 演算 公理 系统 包含 以 下 规则 : 

(1) 分 离 规则 : 如 果 A(A 一 B) 且 AA, 则 AB。 

(2) 全 称 规则 : A(Y>a(z)) 上 FA(Y>VY za(z))(Y 中 不 含 自由 的 zx)。 

(3) 全 称 量词 消去 规则 : AV za(z) 上 FAa(z)(z 可 以 为 任意 的 变 元 )。 

(4) 存在 量词 引入 规则 : A(a(z) 一 7) FA(3 xalz) 一 7)(Y 中 不 含 自由 的 zx)。 

2. 语义 部 分 

谓词 演算 系统 的 语义 部 分 如 下 : 

(1) 公理 是 永 真 公式 。 

(2) 规则 规定 如 何 从 永 真 公式 推出 永 真 公式 。 分 离 规 则 指明 ,如 果 A(A 一 B) 永 真 , 且 
AA 永 真 , 则 AB 也 永 真 。 

(3) 定理 为 永 真 公式 ,它们 是 从 公理 出 发 利用 上 述 规则 推导 出 来 的 公式 。 
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3. 关于 公理 的 几 点 说 明 

(1) 本 系统 中 不 引入 代入 规则 , 它 的 作用 由 (2) 实 现 。 

(2) 本 系统 中 的 所 有 公理 均 看 作 公理 模式 , 即 只 要 形 如 某 一 公理 ,就 称 其 为 某 一 公理 。 

例如 ,A(P>P)、A((P>(Q~R)) 一 (PP 一 (QR))) 和 A(YzP(z) 一 VzrP(zx)) 等 均 为 
公理 1。 
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例 4.1: 利用 全 称 规则 证 明 规 则 Aa(z) FAV za(z) ,此 规则 称 为 全 , 规则 。 
证 明 : 


(1) Aa(x) 

(2) A(a(x)>((P>P)—>a(zr))) 引用 定理 ACP-~(Q->~P)) 
(3) A((P—>P)—>a(z)) 分 离 (2) (1) 
(4) A((P>P)—>V za(z)) 全 称 规则 (3) 
(5) A(P—>P) 公理 1 
(6) AV za(z) 分 离 (4) (5) 
则 有 全 。 规则 : 


Aa(z) FAV<za(z) 
同 理 可 证 ,全 , 规则 和 存 , 规则 。 
全 , 规则 : 
AGO > > > az) FAN 一 (7 一 (一 (和 一 Vza(Cz))…) 
存 , 规则 : 
Ah 一 (为 一 (人 一 (一 (az) 一 7) FA 一 (一 (一 (一 (了 za(z) > 7)) 
例 4.2: 已 知 定理 ACCP->Q) 一 (?Q->~?P)) ,证 明 A(C?3xzaCz)e 一 Vz?aCzr))。 
证 明 : 分 别 证 明 
A: A(?Izxa(r)> Vr ?a(z)) 
B: ACVzy?ya(Cz) 一 ?本 za(z)) 


先 证 A: 

(1) Ala(z)—> 3 xa(z)) 公理 17 
(2) A((Ca(z)- 一 了 za(z))-(? 习 za(z)-?aCz))) 已 知 定理 
(3) A(? 了 za(z) 一 ?ae(z)) 分 离 (2) (1) 
7 A(t avalr) Vz tae)) 全 称 规则 (3) 
再 证 B: 

(5) A(Vzx ?a(zr)>?a(z)) 公理 16 
(6) A((Vzr ?a(T)>?7a(r) >(a(r) >? Vr ?a(r))) 公理 14 
(7) Ala(x)>? Vx ?a(r)) 分 离 (6) (5) 


CB AC I ran Vs 存在 量词 引入 规则 (7) 
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{OY ACCI ma) TNE Va Ia 公理 14 
(10) ACVzy?ya(Cz) 一 ?3 了 zaCz)) 分 离 (9) (8) 
(11) A(C(?3xza(Cz)- 一 Vz?yaCzr)) 一 ((Vz?a(Cz) 一 ? 习 za(Cz)) 一 

(? 了 xzaCz)eVzr3?a(Cz)))) 公理 7 
(12) A((Vzx ?a(zr)>?Iza(r)) >(?Ira(r PF Yr ?a(r))) 分 离 (11) (4) 
(13) A(?3xza(Cz)<>Vz?aCz)) 分 离 (12) (10) 
例 4.3: 证 明 ACCVYVxzaCz)V7) 一 VYVzCaCz)V7y))。 
证 明 : 
(1) A(V zra(z)>a(z)) 公理 16 
(2) A(Ca(z) 一 (aCz)V7)) 公理 11 
(3) A(V za(r)>(a(r) V7)) 传递 (1) (2) 
(4) A(Vza(z) > Yr(a(r) V7)) 全 称 规则 (3) 
(5) A(y>(a(z) V7)) 公理 12 
(6) A(Yy> VY zr(a(r) V7)) 全 称 规 则 (5) 
(7) ACC(Yxza(Czr) 一 YzCaCz)VD2)) 一 ((Y >VzCaCz)V7Y)) 一 

((YzaCr)V7)- 一 VzCeCz)V7Y)))) 公理 13 
(8) ACCOY>VYz(aCz)V7)) 一 ((VzaCz)V7y) 一 VzaCz)V7Y))) 分 离 (7) (4) 
(9) A((Vzra(x) VND> Yr(a(r) Vy)) 分 离 (8) (6) 
例 4.4: 证 明 ACCV<za(Cz) 一 BCz)) 一 (Yza(Cz) 一 卫 zBCz)))。 
证 明 : 
(1) A(B(z)—> 3 zB(z)) 公理 17 
(2) A((V za(z) >B(r)) >((B(r)—> 3IzrB(r)) >(V ra(r)—> IxB(z)))) 公理 3 
(3) A(C(BCz) 一 了 zBCz)) 一 ((Yza(Cz) 一 BCz)) 一 (Yza(Cz) 一 卫 ZzBCz)))) 调头 (2) 
(4) A((V za(r) >B(r) (VY ra(r)> 3rp(r))) 分 离 (3) (1) 
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421 假设 推理 系统 的 组 成 及 证 明 方法 


1. 假设 推理 系统 的 组 成 
(1) 如 果 工 ,AA FAB, 则 荆 FACA 一 B), 其 中 全 = AAi,AAs,…,AA,。 也 可 表示 为 : 如 
果 AAi ,AAs,,…,AA,,AA 上 AB, 则 AAi,AA,,…,AA, 上 FA(A 一 B)。 依 此 类 推 ,可 得 以 下 
定理 : 
FACA > (As 一 (…(A > (A — B))-…) 
(2) 存在 推理 定理 : 如 果 在 假设 中 或 在 推理 过 程 中 出 现 3zP(Cz), 可 引入 额外 假设 
P(e)( 其 中 为 尚未 使 用 过 的 变 元 ) , 若 能 推导 出 不 含 e 的 公式 Q, 则 说 证 明了 该 公式 。 
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存在 推理 定理 的 形式 化 描述 如 下 : 

如 果 有 AAi ,AA:,…,A4A,,A3zP(Cz),AP(Ce) AQ, 其 中 Q 中 不 含有 自由 的 e, 且 在 推 
理 过 程 中 不 对 假设 中 的 自由 变 元 和 额外 假设 中 的 自由 变 元 实施 全 规则 和 存在 规则 , 则 有 

AAi,AA,,*….AA,,AIzP(r) 上 AQ 

2. 假设 推理 过 程 的 证 明 方法 

假设 推理 过 程 的 证 明 方 法 如 下 : 

(1) 把 待 证 公式 的 前 件 作为 假设 一 一 列 出 。 假 设 中 的 全 称 量词 Y 可 用 全 称 量词 消去 规 
则 消去 ;存在 量词 可 引入 额外 假设 消去 ,并 在 式 子 后 注 明 它 为 额外 假设 。 

(2) 按 永 真 的 证 明 方法 进行 证 明 , 但 此 时 不 能 对 假设 实施 代入 。 

(3) 待 证 公式 的 后 件 中 若 有 全 称 量词 ,可 用 全 。 规则 引入 ;存在 量词 可 由 公理 17 引入 。 


422 定理 的 假设 推导 过 程 


例 革 5s 证明 (xwP(w)=>NzCP(ZIVN Q(TND RUI > HePlr) = dw y(Rwy 


ARCy)))。 

证 明 : 

(1) J3xzP(r)> Yr((P(r)V Q(T)) >R(7)) 假设 
(2) JzP(z) 假设 
(3) Vzr((P(z)V Q(z)) >R(z)) 分 离 (1)、(2) 
(4) P(a) 额外 假设 
(5) (P(a) VQ(Ca)) 一 RCa) 全 称 量词 消去 (3) 
(6) P(a) 一 (P(a) VQ(Ca)) 公理 11 
(7) P(a) V Q(a) 分 离 (6) (4) 
(8) R(a) 分 离 (5) (7) 
(9) P(b) 额外 假设 
(10) (P(O) V QD)) RL) 全 称 量词 消去 (3) 
(11) PC 一 (PCODVQCOD) 公理 11 
(12) P(b) V QL) 分 离 (11) (9) 
(13) RG(L) 分 离 (10) (12) 
(14) R(a) AR(CO) 合 取 (8) (13) 
(15) (R(a) AR(D))—> 3y(R(a) ARGy)) 公理 17 
(16) 3y(R(a) ARCy)) 分 离 (15)、(14) 
(17) Jy(R(a) AR(y) > IzIy(R(r) ARCD) 公理 17 
(18) Jz Iy(R(r) ARCy)) 分 离 (17) (16) 
由 存在 推理 定理 得 


3zP(z)—> Vr((P(r) V Q(z7)) > R(T)).IzP(z) FIrIy(R(r) ARC)) 
由 假设 推理 定理 得 
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《( 习 2zP(z) 一 VECCPCEJ V QQGz- 一 RCI-(3aPGD = IxIyR(GE) A RG)) 
例 4.6: 已 知 以 下 知识 。 
(1) 每 个 程序 员 均 写 过 程序 。 
(2) 病毒 是 一 种 程序 。 
(3) 有 些 程序 员 没 写 过 病毒 。 
结论 : 有 些 程序 不 是 病毒 。 
证 明 : 先 把 知识 翻译 为 符号 公式 。 令 
A(e) 表 示 “e 为 程序 员 ”。 
P(e) 表 示 “e 为 程序 ”。 
B(e) 表 示 “e 为 病毒 ”。 
W(e es) 表示 “el 写 过 es”。 
则 已 知 知识 翻译 为 
(1) Vxz(A(z)> 3Iy(P(y) AW(zr,y))) 
Cay Vw(B(r)-=Ptr)Y 
(3) Jz(A(xz) A Vy(B(yY >?W(zr,y))) 


结论 翻译 为 
3z(P(z) 人 ?BC(z)) 

(1) Vz(A(z)>3Iy(P(y) AW(zr,y))) 假设 
(2) Vr(B(r)>P(z)) 假设 
(3) Jz(A(z)A Vy(B(yY >?W(zr,y))) 假设 
(4) A(a) A Vy(B(yY >?W(a,y)) 额外 假设 
(5) (Al(a) A Vy(B(Y)>?W(a,y))) >A(a) 公理 8 
(6) (A(a) A VYy(BOY>?W(a YW) > VYy(B(y) >IW(a,y)) 公理 9 
(7) A(a) 分 离 (5) (4) 
(8) Vy(B(y)>?W (a,y)) 分 离 (6) (4) 
(9) A(W > 3y(P(y) AW(a,y)) 全 称 量词 消去 规则 (1) 
(10) Jy(P(y) AW(a,y)) 分 离 (9) (7) 
(11) P(b) AW(a.b) 额外 假设 
(12) (P(O) AW(a.b)) >P(D) 公理 8 
(13) (P(O) AW(a,D) >W(a.b) 公理 9 
(14) P(b) 分 离 (12)、(11) 
(15) W(a,b) 分 离 (13)、(11) 
(16) B(W)—>?W(a.b) 全 称 量词 消去 规则 (8) 
(17) (BD)—>?W(a.b) >(W(a,b) =>?B(D)) 公理 14 
(18) W(a,b)—>?B(D) 分 离 (17) 、(16) 
(19) ?BCD) 分 离 (18) (15) 


(20) P(O) A?B(L) 合 取 (14)、(19) 
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Vv 


(21) (PC(6) A?B(6))—> Iz(P(z) MTB(z)) 公理 21 
(22) Iz(P(z) A?B(z)) 分 离 (21) 、(20) 
最 后 ,把 公式 翻译 为 日 常 语句 “有 些 程序 不 是 病毒 ”, 即 结论 。 
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在 第 2 章 的 归结 推理 中 ,用 归结 方法 证 明 命题 演算 的 定理 ,这 种 证 明 方法 也 可 用 来 证 明 
谓词 演算 公式 。 对 定理 的 证 明 不 限于 数学 中 的 应 用 ,还 包括 信息 检索 、 常 识 性 知识 的 推理 和 
程序 的 自动 化 等 方面 的 应 用 。 前 面 的 定理 证 明 系统 中 ,如 果 有 一 个 公式 A, 从 A 出 发 希望 
证 明 某 个 目标 公式 B ,在 归结 系统 中 首先 否定 目标 公式 ,然后 将 这 个 公式 加 到 公式 A 中 ,得 
AA?B, 再 将 该 公式 化 成 子 句 集 , 车 能 归结 成 空子 句 (用 口 表 示 ), 则 认为 证 明了 该 公式 。 

下 面 举 一 个 例子 来 说 明 此 归结 过 程 。 

设 有 语句 串 及 它 的 符号 表示 如 下 : 

(1) 无 论 谁 能 阅读 就 有 知识 。 


VatR() = ECs) 
(2) 所 有 的 猩猩 均 没 有 知识 。 
VatS(a) -= ?L(Y 
(3) 有 些 猩 独 有 智慧 。 
IES N Tr)) 
从 这 些 语句 出 发 ,证 明 语句 (4) : 
(4) 一 些 有 智慧 的 个 体 不 能 阅读 。 
了 Co A IRDY 
对 应 语句 (1) 至 (3) 的 子 句 集 为 
(1) ?RCzi)VELCzi) 
(2) ?S(zx,)V?L(z:) 
(3) S(a) 
(4) I(a) 
其 中 子 句 (3) (4) 为 对 公式 3z(SCz) ATICz)) 进 行 Skolem 标准 化 而 得 到 的 ,a 为 Skolem 
常量 。 
要 证 明 的 定理 的 否定 式 为 
Tidal(sy A TRGEND 
即 
Vzr(?I(zx) V R(z)) 
化 为 子 句 形式 为 
C5) ?ICzs)V R(zs) 
(6) R(a) {a/zx3}(4)、(5) 归 结 
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(7) L(a) {a/z1)(6)、(1) 归 结 
(8) ?S(a) {a/zz}(7)、(2) 归 结 
(9) (8) (3) 归 结 


从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,归结 时 使 用 了 未 讨论 过 的 置换 的 概念 。 
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置换 实际 上 是 项 对 变量 的 蔡 换 。 前 面 已 定义 过 ,项 可 以 是 变量 符号 .常量 符号 和 函数 项 。 
置换 准则 如 下 。 
(1) 置换 必须 处 处 进行 。 一 个 置换 应 对 某 个 变量 的 所 有 出 现 均 用 同一 个 项 置换 。 
例如 ,表达 式 P(g(z,y),z,z) 中 的 变量 z 置换 为 实体 项 a ,应 为 PCg(Ca,y),a,z) ,而 不 
是 部 分 置换 PCg(a,y),z,z)。 
(2) 没有 变量 被 含有 同一 变量 的 项 代替 。 
例如 ,表达 式 P(g(z,y),z,z) 中 的 < 不 能 用 含有 x 的 项 f(z) 置换 , 即 P(g(zx,y),z， 
Js)) 是 错误 的 置换 。 
有 了 置换 的 准则 ,就 可 找 出 某 一 表达 式 的 正确 的 置换 式 。 
例如 ,已 知 表达 式 PCg(Cz,y),z,z), 可 有 下 面 几 个 置换 结果 : 
Plg(a,y),a,z) 
Plg(z,0) ,zz) 
P(g(a,b),a,c) 
Plg(z.b),r,f(0)) 
一 般 地 ,置换 可 通过 有 序 对 的 集合 fa/m ,tz/ve，… ,ts/v,) 表 达 , 其 中 4/vi 表示 变量 v; 
处 处 用 项 4; 代替 。 由 此 ,上 述 4 个 置换 可 用 下 面 的 式 子 表示 : 


Si = {a/z} 
S; = {b/y} 
Sa = {a/z,b/ysc/z} 


S, = {6/y,f(6)/z} 
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1. 谓词 演算 公式 子 句 的 形成 
下 面 通过 例子 来 说 明 谓词 演算 公式 子 句 的 形成 算法 。 公 式 如 下 : 
AzX(xz) A Vz(Y(z)— Jy(Z(y) 人 了 (zy) A S(rsy))) 
(1) 消去 蕴含 词 和 等 价 词 : 
原 式 二 3xX(x) A Vz(?Y(r) V 了 y(ZCy) A Wlzr,y) A SC(r,y))) 
(2) 否定 深入 (如 果 必 要 的 话 )。 
(3) 约束 变 元 改名 。 利 用 改名 方法 对 上 式 施行 改名 ,以 保证 每 一 个 量词 约束 的 变 元 不 
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同名 。 
原 式 二 3zXCz) A Vul?Y(u) V Jy(2Z(y) A Whusy) NM SCu,y))) 
(4) 化 为 前 束 范式 : 
原 式 == 3zVu3yCXCz) A (TYG) V (ZCy) A Wlusy) A SCu,y)))) 
(5) 消去 存在 量词 : 
原 式 OV ul(X(a) A (?YCo) V (ZCf00) A WOusf00)) A SCu,f00))))) 
(6) 消去 全 称 量词 ; 
原 式 所 XCo) 人 (?Y(Co V (CZCFGe) A Whus flO)) A SCu,f00)))) 
(7) 利用 分 配 律 化 为 合 取 范式 : 
原 式 =XCo) A (?YCO V ZCFCoO)) A (YYCGo V Wu fC00))) A 
(3Y(u) V S(u,f(00))) 
(8) 消去 合 取 词 ,得 到 子 句 集 ,此 时 公式 中 只 包含 一 些 文字 的 析 取 。 
X(a) 
?Y(u) V Z(f(u)) 
2Y (uw) V Wu, fl)) 
3Y(u) V SC(u, fl)) 
(9) 改变 变量 的 名 称 ,使 得 每 个 变量 符号 只 出 现在 一 个 子 句 中 。 
X(a) 
?Y(Ca) V Z(f(u)) 
?Y(Cuz) V Wus Fe)) 
?Y(us) V S(us,f(u3)) 
2. 一 般 归 结 
知道 了 命题 演算 子 句 的 归结 ,对 含有 变量 的 子 句 使 用 归结 时 ,只 需 寻 找 一 个 置换 ,把 它 
们 作用 到 母体 子 句 上 ,使 它们 含有 互补 的 文字 对 (如 已 和 ?P) ,再 利用 子 句 的 归结 方法 就 能 
完成 对 谓词 演算 公式 的 归结 。 
例如 有 两 个 子 句 : XCz,FCy))VYCy)VZCa) 和 3?YCFCD))V3?ZCy)。 
由 上 面 两 个 子 句 可 得 归结 式 如 下 : 
Xx, ff0)) V Za) V ?2(f 60)) {f(D)/y} 
Xx, fa)) V YCa) V 3Y (fC0)) {a/y} 
归结 反 演 系统 可 以 看 作 一 个 产生 式 系统 , 子 句 集 看 作 一 个 综合 数据 库 ,而 规则 表 就 是 归 
结 , 表 中 的 规则 作用 于 数据 库 中 的 子 名 对 ,产生 一 个 新 的 子 句 ,把 新 子 句 加 入 数据 库 中 ,产生 
新 的 数据 库 ,形成 新 的 归结 ,重复 此 过 程 ,观察 数据 库 中 是 否 含有 空子 句 。 
例 4.7: 已 知 以 下 知识 。 
(1) 桌子 上 的 每 一 本 书 均 是 杰作 。 
(2) 写 出 杰作 的 人 是 天 才 。 
(3) 某 个 不 出 名 的 人 写 了 桌 上 某 本 书 。 
结论 : 某 个 不 出 名 的 人 是 天 才 。 
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证 明 : 先 把 知识 翻译 为 符号 公式 。 令 
Ale) 表 示 “e 为 桌 上 的 书 ”。 
B(e) 表 示 “e 为 杰作 ”。 
P(e) 表 示 “e 为 人 ”。 
C(e) 表 示 “e 为 天 才 ”。 
W(el,es) 表 示 “el 写 了 es”。 
D(e) 表 示 “e 出 名 ”。 
(1) Yz(CACz) 一 BCz)) 
(2) VzVyCPCz)ABCD)AWCzy)) 一 CCz)) 
(3) 3z3y(CPCzr)A3?DCz)AACy)AWCzy)) 
结论 : 

EE 
把 上 面 的 公式 转换 为 子 句 集 , 得 : 
(1) ?A(xz1) VB(z) 
(2) ?P(xz2)V?B(y)V ?W(xs,y)V C(x,) 
(3) Pl(a) 
(4) ?D(a) 
(5) A(b) 
(6) W(a.b) 
结论 的 否定 得 到 以 下 子 句 : 
(7) ?P(xz3)V D(z) VTC(zs) 


(8) ?Pl(a) V ?Cla) {a/zs} (4)、(7) 归 结 
(9) ?C(a) (3)、(8) 归 结 
(10) ?P(a) V ?BC(Y)V ?WW (a,y) {a/zxs)(2)、(9) 归 结 
(11) ?BC(y)V ?W (a,y) (3)、(10) 归 结 
(12) ?A(y)V ?W (a,y) {y/z1} (1)、(11) 归 结 
(13) ?WW (a,b) {5/y} (12)、(5) 归 结 
(14) (6)、(13) 归 结 


3. 归结 反 演算 系统 的 应 用 

有 一 类 较 复 杂 的 问题 ,它们 要 求 给 出 一 连 串 的 动作 以 完成 某 一 个 目标 ,这 在 人 工 智能 领 
域 中 称 为 规划 生成 问题 。 

例 4.8: 给 机 器 人 > 编制 一 个 程序 ,使 它 能 够 登 上 椅子 以 取 下 挂 在 房 项 的 香花 0。 

解 : 设 有 两 个 谓词 。 

P(z,yyz,s) 表 示 在 状态 时 ,r 在 zx 处 ,2 在 > 处 ,c 在 > 处 。 

R(s) 表 示 ; 是 成 功 状态 , 即 在 状态 * 时 可 取 到 2 。 

所 用 的 3 个 函数 如 下 : 

walk(y,z,s) 表 示 一 个 新 的 状态 , 它 是 从 原始 状态 s 经过“r 由 > 处 走 到 x 处 ”后 的 状态 。 
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carry(y,z,s) 表 示 一 个 新 的 状态 , 它 是 从 原始 状态 s 经 过 “7 将 c 由 > 处 带 到 x 处 ”后 的 
climb(s) 表 示 一 个 新 的 状态 , 它 是 从 原始 状态 ; 经 过 “r 登 上 c" 后 的 状态 。 
4 个 常 元 rovco、bo、so 分 别 表示 rc、b、s 的 初始 位 置 及 初始 状态 。 对 5 而 言 ,bo 是 指 香 
楚 的 投影 位 置 。 
我 们 告诉 机 器 人 7 的 除了 初始 数据 外 ,还 
(1) VzrVyVzVYs(P(zr,y,z,s)) >P(z,y,z,walk(z,z,s))) 
(2) VrVyVs(P(r,ysr,s) >P(y,y,y,carry(z,y,s))) 
(3) Vs(P(bo bobo,s) >R(climb(s))) 
(4) P(ro ,bo sco ,so0) 
我 们 要 问 的 是 
Cay 3aRts) 
将 上 述 语 句 化 为 子 句 并 加 入 提取 谓词 PRINT(s): 
DTIP(zi sy 5 V Plzys yi sz rwalkCz, yz155)) 
© ?P(x2 ,ys x2 ,52)V Plys sy2 ,ys scarry (ze ,yz ,52)) 
图 ?P(b ,bo ,bo sss) V ROclimb(ss)) 
@ Plro ,bo coss0) 
©® TR(s) VPRINT(s,) 
© ?PC ,bo ,bo ss) V PRINTCclimb ss)) {climb(ss)/54)@、@ 归 结 
© IP(z2 ,bo sz2 5) V PRINTCclimb( carry (zs ,bo 52))) 
{bo /yz scarry (zz ,bo ,52)/53}@ 、@ 归 结 

® ?P(x1,bo ,zs ,51)V PRINT(climb(carry(z; ,bo ,walk(z x2 ,51)))) 

{bo/y1sT2/z1 Walk(zi ,zos51)/s2s}@、@ 归 结 
@ PRINT(climb(carry(co ,bo ,walk(ro ,co ,so0)))) {m/zayco/zayso/)Q@ 、@ 归 结 
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4.3.2 节 介 绍 了 归结 反 演 系统 , 即 把 公式 化 成 子 句 形式 (如 P-~Q=?PVQ), 并 把 目标 
公式 的 否定 化 成 子 名 形式 ,然后 利用 基 子 名 的 归结 推理 法 对 定理 进行 证 明 。 这 种 方法 能 解 
决定 理 的 证 明 问 题 , 而 事实 上 许多 人 工 智 能 系统 中 使 用 的 知识 是 由 一 般 的 蕴含 表达 式 表示 
的 ,如 果 一 味 地 把 蕴含 式 (PAQ) 一 R 化 为 等 价 的 析 取 式 ?P V ?QV R, 往 往 会 丢失 可 能 包含 
在 蕴含 式 中 的 重要 的 超 逻 辑 的 控制 信息 。 

本 节 中 使 用 蕴含 式 的 原始 给 定形 式 , 而 不 把 公式 化 为 析 取 子 句 , 且 规 定 表示 有 关 问 题 陈 
述 的 知识 分 为 两 类 : 一 类 是 规 则 ,由 蕴含 式 表示 ,用 来 表达 有 关 领 域 的 一 般 知 识 , 且 可 作为 
产生 式 规则 使 用 ; 另 一 类 是 事实 ,其 由 不 包含 蕴含 式 的 陈述 组 成 ,用 来 表达 某 一 领域 的 专门 
知识 。 为 此 ,产生 式 系统 是 根据 这 些 事 实 和 规则 证 明 目 标 公式 ,这 种 推理 强调 使 用 规则 进行 
演绎 ,直观 ,易于 理解 ,因此 这 类 系统 称 为 基于 规则 的 演绎 系统 。 限 于 篇 幅 , 本 节 仅 介绍 逆向 
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演绎 系统 。 

约定 作为 规则 的 公式 限制 为 如 下 形式 : 

W—L 

这 些 产 生 式 规则 和 事实 应 满足 下 列 条 件 : 

(1) 工 是 单 文字 ,事实 上 即使 工 不 是 单 文 字 , 也 可 把 该 蕴含 式 化 为 多 重 规则 。 例如， 
W 王 (LiAL;) 等 价 于 规则 对 W>Li 和 WL,。 

(2) W 是 任意 公式 (假设 是 与 或 形 公式 )。 

北向 演绎 系统 采用 霍 恩 (Horn) 子 句 逻 辑 及 瞧 恩 子 句 逻辑 程序 介绍 。 

1. 子 句 的 蕴含 表示 形式 

一 个 子 句 是 若干 文字 的 析 取 ,文字 是 原子 公式 或 原子 公式 的 否定 。 为 了 叙述 方便 , 当 文 
字 为 原子 公式 时 称 为 正文 字 , 和 否则 称 为 负 文 字 。 

一 般 地 , 子 名 C=?P,V ?Ps V…V?P,V Qi1V QsV… VQ,( 其 中 P; 和 Q; 为 谓词 , 变 元 
被 省 略 ) 可 以 表示 为 

(PI AP:A:AP)—>(QVQ VVQ,) 

如 果 约 定 蕴 含 前 件 的 文字 之 间 恒 为 合 取 ,而 蕴含 后 件 的 文字 之 间 恒 为 析 取 ,上 式 可 改写 

为 如 下 形式 : 


P,P P, > OQ Qs 
根据 mx 入 值 的 不 同 , 上 式 可 以 改写 为 如 下 4 种 形式 : 
QQ ,Qe Pi, P,P, (2 天 02 天 0) 
< P,P2,*,P, (m= 0,n0) 
QQ Qn (m0,n = 0) 

(空子 名 ) (m= 0,n = 0) 

约定 本 节 所 说 子 句 为 如 上 定义 的 子 句 ,下 面 简单 说 明 此 种 类 型 子 句 的 性 质 : 

() Qi QQ 等 从 于 QVQ V…VQ., 而 < 已 ,PP, 等 价 于 ?PV?P:V… 
V?P,。 当 m= 二 n= 二 0 时 ,表示 空子 句 。 

YF NC es 
Pl 中 有 Q; 和 P;( 或 P; 和 Q;) 相 同 , 则 C 和 C’ 可 进行 归结 。 

(3) 要 证 明定 理 (Al 人 A 人 … 人 A,) 一 B, 只 要 将 Al 人 As 信 … 人 A 人?B 化 为 子 句 集 ,并 
证 明 其 不 可 满足 , 即 用 以 上 方式 归结 出 空子 句 。 

2. 霍 恩 子 句 逻 辑 程 序 

定义 4.1: 子 句 Li1VL: V…VL, 中 ,如 果 至 多 只 含有 一 个 正文 字 , 那 么 该 子 句 称 为 霍 
恩 子 句 。 霍 恩 子 句 C= 二 PV ?QV ?Q: V… V ?Q, 表示 为 

了 < 一 QQ Q, 

由 前 面 的 讨论 可 知 , 霍 恩 子 句 必 为 下 列 4 种 形式 之 一 : 

(1) PQ ,Q: ，…,Q， (天 0) 

(2) P< (n=0) 

(3) Qi ,QQ (天 0) 
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(4) 口 (空子 句 ) (上 式 n==0) 

这 4 种 子 名 形式 所 代表 的 含义 如 下 : 

(1) 形 如 P 一 Qi,Q:,…,Q, 的 霍 恩 子 句 称 为 一 个 过 程 ,P 称 为 过 程 名 , {Qi ,Q;，…,Q,} 
称 为 过 程 体 ,Q; 解释 为 过 程 调用 。 

(2) 形 如 P 一 的 霍 恩 子 句 称 为 一 个 事实 。 

(3) 形 如 Qi,Q;，,…,Q, 的 霍 恩 子 句 称 为 目标 ,目标 全 部 由 过 程 调 用 组 成 ,常用 来 表示 
一 个 询问 。 

(4) 形 如 口 (空子 句 ) 的 霍 恩 子 句 称 为 停机 语句 ,表示 执行 成 功 。 

定义 4.2: 霍 恩 子 句 巡 辑 就 是 由 如 上 形式 的 子 句 构成 的 一 阶 谓词 演算 系统 的 子 系统 。 

定义 4.3: 霍 恩 子 句 逻 辑 程序 就 是 指 上 面 被 称 为 过 程 . 事 实 和 目标 的 霍 恩 子 句 的 
集合 。 

霍 恩 子 句 逻辑 程序 的 执行 过 程 类 似 于 子 句 的 归结 过 程 ,其 算法 如 下 : 

(1) 给 定 一 个 霍 恩 子 句 逻 辑 程 序 , 它 由 目标 中 的 一 个 过 程 调用 与 事实 或 一 个 过 程 的 过 
程 名 匹配 启动 , 当 匹 配 成 功 后 ,形成 新 的 目标 ,完成 一 次 匹配 。 

(2) 由 目标 中 的 另 一 个 过 程 调用 重新 启动 程序 ,直至 目标 中 的 全 部 过 程 调用 成 功 ( 即 归 
结 为 空子 句 ) ,或 者 某 一 过 程 调用 不 能 与 事实 或 过 程 名 相 匹 配 为 止 。 

例 4.9: 已 知 以 下 知识 。 

(1) 每 个 作家 均 写 过 作品 。 

(2) 有 些 作家 没 写 过 小 说 。 

结论 : 有 些 作品 不 是 小 说 。 

解 : 先 把 知识 翻译 为 符号 公式 。 令 

A(e) 表 示 “e 为 作家 ”。 

B(e) 表 示 “e 为 作品 ”。 

N(e) 表 示 “e 为 小 说 ”。 

W (ei,es) 表 示 “el 写 过 es”。 

(1) Yr(A(z)> Iy(B(y) AW(z,y))) 

(2) 3z(4ACz)AVyCONCD) 一 ?WCGCzy))) 

结论 : 3z(B(z)A?NCz))。 

改写 为 霍 恩 子 句 逻 辑 程序 及 执行 过 程 : 

(1) B(f(z1))<—Alzi) 

(2) W(x2s ,f(x2))<A(zx:) 

(3) A(Ca) 

(4) NG(y),W(a,y) 

(5) N(z3)<—B(zs) 

(6) —B(y),W(a,y) {y/zs} (5)、(4) 归 结 

(7) -A(z),W(a, f(a)) {f(z1)/y}(6)、(1) 归 结 

(8) —W(a, f(a)) {a/xz} (3)、(7) 归 结 
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(9) Ala) {a/zz)} (8)、(2) 归 结 
(10) (9)、(3) 归 结 


44 Prdog 简 介 


Prolog(Programming in Logic) 是 一 种 敢 辑 编程 语言 。1972 年 ,法 国 科 莫 劳 埃 小 组 为 
了 提高 归结 法 的 执行 效率 ,研制 出 一 条 定理 证 明 程序 的 程序 执行 器 ,标志 着 第 一 个 逻辑 程序 
设计 语言 Prolog 的 诞生 。 从 1974 年 开始 ,R， 科 瓦 尔 斯 基 进 一 步 从 谓词 迎 辑 的 霍 恩 子 句 的 
角度 阐明 Prolog 的 理论 基础 ,系统 地 提出 逻辑 程序 设计 的 思想 。Prolog 建立 在 迎 辑 学 理论 
的 基础 之 上 ,最 初 被 运用 于 自然 语言 等 研究 领域 . 现 已 广泛 应 用 于 人 工 智 能 研究 ,可 以 用 它 
构建 专家 系统 、 自 然 语 言 理解 和 智能 知识 库 等 。Prolog 对 一 些 通常 的 应 用 程序 的 编写 也 很 
有 帮助 ,能 够 比 其 他 语言 更 快速 地 开发 程序 ,因为 它 的 编程 方法 更 像 是 使 用 逻辑 语言 描述 
程序 。 
Prolog 程序 以 谓词 演算 公式 为 其 表现 形式 ,者 恩 子 句 为 其 理论 基础 ,归结 推理 法 为 其 
实现 基础 。 
Prolog 程序 的 解释 执行 过 程 采 用 特定 的 输入 归结 , 即 从 目标 语句 出 发 , 求 出 它 和 原子 
句 集 的 一 个 子 名 的 归结 式 ( 尾 部 和 头 部 匹配 ) ,新 的 子 句 再 与 原子 句 集 的 一 个 子 句 求 归 结 式 ， 
依 此 类 推 。 任意 时 刻 都 不 对 两 个 导出 子 句 或 原子 句 集 的 两 个 子 句 进行 归结 。 
Prolog 语言 由 3 种 基本 语句 组 成 ,分 别称 为 事实 语句 、 规 则 语句 和 询问 语句 。 其 与 霍 
恩 子 句 的 对 应 关系 如 表 4. 1 所 示 。 
表 4.1 Prolog 的 3 种 基本 语句 的 表示 方法 
语句 名 Prolog 语句 起 因子 句 形式 和 区 
事实 语句 | P P— PP 为 真 
规则 语句 | P: 一 QQ:，…Q， P-Q,Q: ，…,Q， 如 果 Qi ,Qs ,…',Q, 为 真 , 则 P 为 真 
询问 语句 ?一 QQ: ，…Q。 QQ Qi 人 Q: 人 … 人 QQ, 为 真 吗 ? 


Prolog 程序 实际 上 是 一 个 关系 数据 库 , 它 建立 在 关系 数据 库 系统 的 基础 之 上 。 该 关系 
数据 库 主要 由 事实 语句 规则 语句 和 询问 语句 组 成 。 它 与 SQL 数据 库 查 询 语言 有 很 多 相似 
之 处 ,可 以 很 方便 地 处 理 数据 。 

下 面 举例 说 明 Prolog 语言 的 表示 与 实现 过 程 。 

例 4.10: 已 知 以 下 知识 。 

(1) Tony、Mike 和 John 属于 Alpine 俱乐部 。 

(2) Alpine 俱乐部 的 每 个 成 员 不 是 滑雪 运动 员 就 是 登山 运动 员 。 

(3) 登山 运动 员 们 不 喜欢 雨 且 任何 一 个 不 喜欢 雪 的 人 不 是 滑雪 运动 员 。 

(4) Mike 讨厌 Tony 喜欢 的 一 切 东 西 ,而 喜欢 Tony 讨厌 的 一 切 东 西 。 
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(5) Tony 喜欢 十 和 雪 。 

是 否 存在 一 个 Alpine 俱乐部 的 登山 运动 员 但 不 是 滑雪 运动 员 ? 构造 Prolog 程序 证 
明之 。 

解 : 令 

Bl(e ,es) 表 示 “el 属于 es”。 

NS(e) 表 示 "e 不 为 滑雪 运动 员 ”。 

M(e) 表 示 “e 为 登山 运动 员 ”。 

L(ei ez) 表示 “el 喜欢 ea”。 

瓦 (el ,ez) 表 示 “ei 讨厌 es”。 

(1) B(Tony,Alpine) A B(Mike, Alpine) \ B(John,Alpine) 

(2) Vzr((B(zx,Alpine) ANS(z))>M(z)) 

(3) Vr(M(x)>H(z,rain))N\ Yr((B(r,Alpine) \H(zr,snow)) >NS(zr)) 

(4) Vzr(L(Tony,x)>H(Mike.z))AN Vr(H(Tony,r)>L(Mike,7x)) 

(5) L(Tony,snow) A\L(Tony,rain) 

本 例 实际 上 是 求 3z((CB(Cz,Alpine) AM(Cz)ANSCz)) 是 否 为 真 。 

Prolog 程序 如 下 : 

(1) B(Tony, Alpine) 

(2) B(Mike, Alpine) 

(3) B(John, Alpine) 

(4) M(x1):—B(xi, Alpine), NS(z1) 

(5) H(z; ,rain):—M(zx;,) 

(6) NS(z;3):—B(zs,Alpine), H(z ,snow) 

(7) H(Mike,z1):—L(Tony,zs) 

(8) L(Mike,zs):—H(Tony,zs) 

(9) L(Tony,snow) 

(10) L(Tony,rain) 

(11) ?—B(zxe, Alpine) ,M(x6), NS(ze) 

下 面 是 Prolog 程序 的 执行 过 程 : 


(12) ?—M(Mike), NS(Mike) {Mike/zs) (2)、(11) 归 结 
(13) ?—B(Mike, Alpine), NS(Mike) {Mike/z1}) (4)、(12) 归 结 
(14) ?一 NSCMike) (2)、(13) 归 结 
(15) ?—B(Mike, Alpine), H(Mike.snow) {Mike/zs} (6)、(14) 归 结 
(16) ?—H(Mike, snow) (2)、(15) 归 结 
(17) ?—L(Tony,snow) {snow/z4) (7)、 (16) 归 结 
(18) (9)、(17) 归 结 


利用 Prolog 程序 证 明了 存在 一 个 Alpine 俱乐部 的 登山 运动 员 但 不 是 滑雪 运动 员 。 
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典型 例题 


例 4.11: 已 知 以 下 知识 。 

(1) 了 zXCz) 一 VYyCCXC)VYCy)) 一 ZCy)) 
《27 32X(z) 

结论 : 3 xzZ(z)。 

用 假设 推理 证 明之 。 

证 明 : 

(1) JzX(x)> Vy((X(y)VY(y))—>2(y)) 
(2) IzX(x) 

(3) Vy(CXCY VY(Y)) ZYy)) 

(4) X(a) 

(5) (X(a) VY(a)) >Z(a) 

(6) X() >(X(a) VY(a)) 

(7) X(a) VY(a) 

(8) Z(a) 

(9) Z(a) 一 了 zZ(z) 

(10) 了 二 ZK( 动 

由 假设 推理 过 程 的 定义 知 


假设 

假设 
分 离 (1) (2) 
(2) 额 外 假设 

全 称 量词 消去 (3) 
公理 11 
分 离 (6) (4) 
分 离 (5) (7) 
公理 17 
分 离 (9) (8) 


3zX(z) 一 Vy((X(y) V Y(y)) > 2Z(y)), IzX (xz) FIzZ(z) 


例 4.12: 已 知 以 下 知识 。 

Cy He) Yat VY -=2(5)) 
(2) 了 2 

结论 : 3z3 了 jy(CZCz)AZCy))。 

用 归结 推理 法 和 霍 恩 子 句 迎 辑 程序 证 明之 。 
证 明 : 归结 推理 法 证 明 如 下 : 

(1) ?X(z)V?X(y) V2Z(y) 

(2) ?X(T1)V?IY(y)VZ(y) 

(3) X(a) 

(4) ?2Z(zx2)V ?2Z(y,) 

(5) ?XCz)V3XCr)V32Z(yz) 

C6) ?XCzs) VIZ(Cys) 

07) ?2Cy2) 

(8) ?3XCz)V3?XCy) 

(9) ?3XCy) 


{zz/y}(1)、(4) 归 结 
{a/z}(5)、(3) 归 结 
{a/zz}(3)、(6) 归 结 
{y/y2)(1)、(7) 归 结 
{a/z}(3)、(8) 归 结 
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(10) 
霍 恩 子 名 逻辑 程序 证 明 如 下 : 
CY ZE -NE LY) 

(2) ZCy )<X(Cz) YCyD) 
(3) X(a)— 

(人 27 区 7 

CD = 
(6) <—X(zxs),Z(y2) 

(7) <—Z(y2) 

(8) —X(r), X(y) 

(9) <—X(y) 

(10) 
例 4.13: 已 知 如 下 知识 。 

(1) 有 些 病 人 喜欢 所 有 的 医生 。 

(2) 所 有 的 病人 均 不 喜欢 庸 医 。 

结论 : 所 有 的 医生 均 不 是 庸 医 。 

用 Prolog 程序 证 明之 。 

解 : 令 

A(e) 表 示 "e 为 病人 ”。 

D(e) 表 示 “e 为 医生 ”。 

Q(e) 表 示 "e 为 庸 医 "。 

L(el,es) 表 示 “e 喜欢 ez”。 

对 应 的 谓词 演算 公式 为 

cis TP NY yD Ld 
(2) YzCPCzr) 一 YyCQCy) 一 ?LCrzyy))) 
结论 : YzCDCz) 一 ?QCz))。 

对 应 的 Prolog 程序 如 下 : 

(1) Play 

(0 Os ET] 

(3) ?—P(z),Q(y) ,Lzr,y) 

(4) DG(b) 

(5) Q(CO) 

下 面 是 Prolog 程序 的 执行 过 程 : 

(C6) 4—=Q(yi) Lasy) 

(7) ?—L(a,b) 

(8) ?一 D(O) 

(9) 
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{a/y}(3)、(9) 归 结 


{zz/y}(1)、(4) 归 结 
{a/z}(5)、(3) 归 结 
{a/zz}(3)、(6) 归 结 
{y/yz}(1)、(7) 归 结 
{a/z}(3)、(8) 归 结 
{a/y}(3)、(9) 归 结 


{a/z}(1)、(3) 归 结 
{56/y1)(6)、(5) 归 结 
{5/y)(7)、(2) 归 结 

(4)、(8) 归 结 
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习题 


4.1 用 永 真 的 公理 系统 证 明 下 列 定理 

(1) VZzCO>a(Cz))e(7Y>VYza(Cr)) 

(2) Yz(a(Cz) 一 7)e( 习 za(z) 一 7) 

(3) 了 z(a(Cz)V7y)e 一 (村 zaCz)V7y) 

4.2 已 知 公理 

A; A((P—>(Q>P)) 

By AP=P) 

及 分 离 规则 和 全 称 规则 ,全 称 规 则 为 

AN = (Na(z))) HAN = (Ns > Vzralz))) 

证 明 全 。 规则 Aa(x) 上 FAV za(z)。 

4.3 ”指出 下 列 推理 过 程 中 的 错误 。 

(DO VYzI3y(z>y) 

Q@ 3y(z>y) 

加 =>0 

图 Vz(z>0) 

© b>b 

©O'yYatr) 

(2) 3zXCz) 一 YVzX(Cz) 的 证 明 过 程 如 下 : 

@ rex) 

@ X(e) 

图 VrX(z) 

CT 

© 3zX(z) 

Wp. CD KA) 

@ Xo) 

@Y() 

© 了 zy(z) 

(4) (za(z) 人 xB(r)) 一 3zla(x)AB(z)) 的 证 明 过 程 如 下 : 

© jza(x) NM IzB(zx) 

©@ (jzxa(z) NM Izp(z)) > Iza(z) 

图 (3jxza(z)A IzB(r))—> IzB(z) 

@ jza(z) 

©® Izp(z) 


假设 
全 称 量词 消去 
额外 假设 引入 
全 。 规则 

全 称 量 词 消 去 
全 。 规则 


假设 

额外 假设 

全 , 规则 
假设 

假设 

全 称 量词 消去 
额外 假设 引入 
分 离 (3) (4) 
存在 量词 引入 


假设 

公理 8 
公理 9 
分 离 @ .OO 
分 离 @、D 
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al(e) 额外 假设 
© Ble) 额外 假设 
al(e) AB(e) 合 取 @、@ 
©@ (a(e) AB(e)) > Izrla(zr) AB(z)) 公理 17 
®@ Izr(a(r) ABCz)) 分 离 @、@ 


4.4 用 假设 推理 证 明 下 列 公式 。 

LE A A 
(2) aR Vr) > TrYC)) 

4.5 已 知 如 下 知识 : 

(1) 桌子 上 的 每 一 本 书 均 是 杰作 。 

(2) 写 出 杰作 的 人 是 天 才 。 

(3) 某 个 不 出 名 的 人 写 了 桌 上 某 本 书 。 

结论 : 某 个 不 出 名 的 人 是 天 才 。 

(1) 用 和 霍 恩 子 句 逻辑 程序 证 明之 。 

(2) 用 假设 推理 证 明之 。 

4.6 用 归结 方法 证 明 下 列 公 式 。 
《VCzD-2ZCCODCLRDDKOO 2 
(2) 3z3y(CXCFCz))AYCFCO))) 一 (XCFCa))AXCz)AYCy))) 
(3) VrYVy(P(r)>P(y) oe(IrP(r) > VY yQ(y)) 

4.7 已 知 如 下 知识 。 

(1) 有 些 病人 喜欢 所 有 的 医生 。 

(2) 所 有 的 病人 均 不 喜欢 庸 医 。 

结论 : 所 有 的 医生 均 不 是 庸 医 。 

用 假设 推理 证 明之 。 

4.8 已 知 

前 提 : Vz(CA(Cz) 一 CCz))。 

结论 : Yz(3y(ACy)ABCz,y)) 一 了 z(CCz) 人 ABCr,z)))。 
用 归结 推理 法 和 霍 恩 子 句 多 辑 程序 证 明之 。 

4.9 已 知 有 关公 司 信息 的 如 下 知识 。 

(1) John 是 PD 公司 经 理 。 

(2) Smith 在 PD 公司 任职 。 

(3) Jones 在 PD 公司 任职 。 

(4) Peter 在 PD 公司 任职 。 

(5) Hall 是 SD 公司 经 理 。 

(6) Mary 在 SD 公司 任职 。 

(7) Bell 在 SD 公司 任职 。 

(8) Jones 和 Mary 已 结婚 。 
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(9) 在 某 公 司 当 经 理 者 必 在 该 公司 任职 。 

(10) 在 某 公 司 当 经 理 者 是 在 该 公司 任职 的 人 的 老板 。 

(11) A 和 B 结婚 , 则 B 和 A 结婚 。 

(12) 一 对 夫妇 不 在 同一 公司 任职 。 

(13) 所 有 在 SD 公司 任职 的 已 婚 者 可 享有 EC 保险 的 人 寿 保险 。 

现在 查询 以 下 问题 : Mary 是 否 在 SD 公司 任职 ? 她 结婚 了 吗 ? 她 丈夫 是 谁 ? 她 是 否 享 
受 保险 ? 

试 构造 一 个 Prolog 程序 回答 该 询问 。 

4.10 假设 Prolog 事实 : 谓词 mother(m,z) 和 father(f,y) 分 别 表示 “m 是 xz 的 母亲 ” 
和 *f 是 y 的 父亲 ”。 试 给 出 一 个 Prolog 规则 定义 谓词 sibling (zx,y), 它 表示 “z+ 和 yy 是 
兄弟 ”。 


Ohopter 


第 5 章 递归 函数 论 


递归 函数 是 数论 函数 ,以 自然 数 为 研究 对 象 ,定义 域 和 值 域 均 为 自然 数 。 它 为 能 行 可 计 
算 函 数 找 出 各 种 理论 上 的 、 严 密 的 类 比 物 , 即 某 个 函数 能 否 用 若干 可 计算 函数 通过 某 种 已 有 
的 算法 (如 迭 置 或 算 子 ) 在 有 限 步 内 递归 产生 , 若 能 ,说 明 该 函数 为 可 计算 函数 ,否则 为 不 可 
计算 函数 ,因此 ,递归 函数 论 又 称 为 可 计算 性 理论 。 

下 面 举 几 个 例子 说 明 函 数 的 可 计算 性 。 

例 5.1: g(z) 一 [ Wn] 表示 取 自 然 数 n 的 平方 根 的 整数 部 分 。 

将 nn 依次 与 1 ,2: ,3: ,… 作 比较 ,总 可 求 得 g(n) 的 值 ,所 以 g(n) 是 可 计算 的 。 

出 号 = 0 zt 的 展开 式 中 及 n 个 连续 的 9 

1 否则 

因 x 的 展开 式 是 一 个 无 穷 序 列 , 要 计算 上 述 函 数 可 能 是 一 个 无 限 过 程 , 故 函 数 g(n) 为 

不 可 计算 函数 。 
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定义 5.1: 数论 函数 是 指 以 自然 数 集 为 定义 域 及 值 域 的 函数 。 
下 面 简单 介绍 常用 的 数论 函数 ,其 中 zy 均 为 自然 数 域 中 的 变 元 。 
ZX 十 y 指 xz 与 y 的 和 。 

ZXy 指 z 与 y 的 积 。 

工 y 指 xz 与 y 的 算术 差 , 即 x 三 y 时 ,其 值 为 x 一 y, 否 则 为 0。 
工 生 y 指 zx 与 y 的 绝对 差 , 即 大 数 减 小 数 。 

[Vz] 指 xz 的 平方 根 的 整数 部 分 。 

[z/y] 指 z 与 > 的 算术 商 。 

rsCzyy) 指 > 除 zz 的 余数 ,约定 y=0 时 ,rsCz,y) 一 工 。 
dvCz,y) 指 与 y 的 最 大 公约 数 ,约定 zy 二 0 时 ,其 值 为 zx 十 y。 
lIm(z,y) 指 x 与 y 的 最 小 公 倍 数 ,约定 zy 二 0 时 ,其 值 为 0。 
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I(z) 二 x 指 函 数值 与 自 变量 的 值 相同 , 称 为 么 函数 。 

Lm (Tio To, ,Tm) 二,， 即 函数 值 与 第 nn 个 自 变量 的 值 相同 ,此 函数 称 为 广义 乏 
函数 。 

O(z) 一 0, 即 函数 值 永 为 0, 称 为 零 函数 。 

SGCz) 一 z 十 1. 称 为 后 继 函 数 。 

D(z) 指 x 的 前 驱 , 称 为 前 驱 函 数 。 当 z=0 时 ,其 值 为 0; 当 z>>1 时 ,其 值 为 zx 一 1。 

C(x) 二 a, 即 函数 值 永 为 a, 这 个 函数 称 为 常 值 函 数 。 


函数 zNy、z N?y 的 定义 如 下 : 
_ (zz 当 y=0 时 A [0 当 Y 一 0 时 
y= 当 y 关 0 时 N= |, 当 y 关 0 时 
特例 , 当 z=1 时 有 
1 当 y= 二 0 时 ， _ [0 当 y=0 时 
w= | 当 y 关 0 时 Ny 当 y 关 0 时 
i 0 当 z=y 时 
I a 当 z 关 y 时 


特别 地 ,把 广义 么 函数 、 零 函数 和 后 继 函 数 称 为 本 原 函 数 , 它 们 是 构造 函数 的 最 基本 
单位 。 
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1. 数论 谓词 和 特征 函数 

在 第 3 章 中 提 到 的 谓词 是 以 个 体 为 定义 域 ,以 真 假 为 值 域 的 函数 ,而 含有 变 元 的 语句 是 
指 含 有 个 体 变 元 的 谓词 填 式 或 由 它们 利用 真 值 联结 词 和 量词 组 成 的 式 子 , 即 谓词 演算 公式 。 

定义 5.2: 数论 谓词 是 指 以 自然 数 集 为 定义 域 ,以 真 假 为 值 域 的 谓词 。 由 数论 谓词 利用 
联结 词 和 量词 构成 的 式 子 称 为 数论 语句 。 例 如 ,“2 为 质数 ”8 二 7 且 9 为 平方 数 ” 等 均 为 数 
论语 句 。 

定义 $.3: 设 A(zi ,zs，… ,zx,) 是 一 个 含有 nn 个 变量 的 语句 ,f(z ,zs，…,x,) 是 一 个 数 
论 函数 ,车 对 于 任何 变 元 组 均 有 

A(zi,Xxz，… ,Xn) 为 真 时 ,f(xi ,x2 ,zx) 二 0; 

A(Czivzzy…yzne) 为 假 时 ,ziyza，…zo) 一 1。 
则 称 f(ri zz,…,z) 是 语句 ACzz zs) 的 特征 函数 , 记 为 ctA (zi zzo)。 

定理 5.1: 任何 一 个 语句 均 有 唯一 的 特征 函数 。 

证 明 : 

(1) 存在 性 。 对 于 任何 一 个 语句 A, 恒 可 以 按 如 上 定义 一 个 函数 f(zi ,zs，… ,zx,) ,此 函 
数 必 为 语句 A 的 特征 函数 , 故 存在 性 得 证 。 

(2) 唯一 性 。 设 f 和 g 为 语句 A 的 两 个 特征 函数 ,由 上 定义 知 

当 A(zi ,zz，… ,xX,) 为 真 时 ， 


(zi ,zzzae) 一 区 (ZiyZoyo 


当 A(zi ,xs，,… ,Zz,) 为 假 时 ， 


f (T1729 Ta) 一 8B(ZyZoy yz) 一 1 
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Za) 一 0 


再 由 函数 的 相等 性 知 , FCzi,zz,…'zo) 一 85Czyz…yz) 即 语句 ACzz yz) 的 特征 


函数 是 唯一 的 。 


定理 5.2: 如 果 有 一 个 函数 f(z ,zs，… ,Zz, ) 满 足下 列 条 件 : 


A(zisyT2，… ,zn) 为 真 当 且 仅 当 f(xi zzzo) 一 0 

则 N? 了 (zi ,zz，… ,zz ) 为 语句 A(zi ,zs，… ,xn) 的 特征 函数 。 
证 明 : 当 A(z ,zo，… ,zx,) 为 真 时 ,由 于 F(z zzz) 一 0, 所 以 NE f(z zz) 一 0; 

当 A(zi ,xz，…,z,) 为 假 时 ,由 已 知 条 件 知 FCz zs) 天 0, 所 以 Ne Fr zz) 一 1。 


由 特征 函数 的 定义 知 N? 了 (zi ,zs，… ,Zz,) 为 语句 A(z ,zs，… ,Zz,) 的 特征 函数 。 
此 时 把 函数 f(z ,zo，…,z,) 称 为 A(z ,zs，… ,zx,) 的 准 特征 函数 。 

2. 简单 语句 的 特征 函数 

表 5. 1 是 一 些 包 含 变量 的 语句 的 特征 函数 。 


表 5.1 一 些 包含 变量 的 语句 的 特征 函数 


语 句 特征 函数 语 句 特征 函数 
x 为 0 Nez z 小 于 y NC((z+D 2 y) 
xz 不 等 于 0 Nz xz 与 y 互 质 Ne(dvCz,y) 2 1) 
工 为 y 的 倍数 Nirs(z,y) 


3. 复合 语句 的 特征 函数 
定理 5.3: 设 A、B 为 任意 两 个 语句 , 则 有 
ct?A=12ctA = NetA 
ct(A V B)= ctA .cectB = min(ctA,ctB) 
ct(A A B) = Ni(ctA+ctB) = max(ctA ,ctB) 
ct(A—B) = ctB. NctA 


ct(A=B) = ctA ctB 
例 5.3: 给 出 “a 为 的 倍数 且 a 为 平方 数 ” 的 特征 函数 。 


解 :“a 为 5 的 倍数 ”的 特征 函数 为 N?rs(a,5),“a 为 平方 数 ” 的 特征 函数 为 N: (a [Waj’) 


由 定理 5. 3 知 原 句 的 特征 函数 为 

N:(Nirs(a,b) + N’(a * [Ya]’)) 
例 5.4: 给 出 “zx 三 2 且 由 a 除 尽 z 可 推出 a 二 1 或 a 二 x” 的 特征 函数 。 
解 : 令 


A 表示 “x 三 2”, 其 特征 函数 为 N? (2 zx); 
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如 表示 *a 除 尽 z”, 其 特征 函数 为 Nzrs(zva); 
C 表示 “a 二 1”, 其 特征 函数 为 N?(a 1); 
DD 表示 “a 二 x”, 其 特征 函数 为 N? (a 一 工 )。 
原 句 译 为 
YD 
其 特征 函数 为 
ct(AA((B—(CYVD)))= Ni(ctA++ctC. ctD. NetB) 
则 原名 的 特征 函数 为 
NE(N2:(2"z) 十 Ni(a 1)。N2e(a **zx).» Nrs(z,a)) 
下 面 简单 讨论 用 量词 构成 的 语句 的 特征 函数 。 
YA(z) 表 示 对 于 任何 0 到 的 一 切 zx 均 使 得 A(z) 成 立 。 此 量词 称 为 受 限 全 称 量词 。 
习 A(z) 表 示 对 于 任何 0 到 至少 有 一 个 x 使 A(zx) 成 立 。 此 量词 称 为 受 限 存在 量词 。 
定理 5.4: 设 A(z) 为 任意 一 个 含有 z 的 语句 , 则 有 
(1) ctCYA(Cz)) 一 max(ctA(0) ,ctAC1D) ,ctA(2) ,ee ,ctA ln)) 


三 N?(ctA(0) 二 ctA(1) 十 ctA(2) 十 … 十 ctA(n)) 
(2) et( 了 A(Cz)) 一 min(ctA(0) ,ctA(1) ,ctA(2) ,ctA(n)) 


=ctA(0) »。 ctA(1) 。 ctA(2) 。.» » ctA(n) 
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前 面 介绍 了 一 些 常 用 的 简单 函数 ,这 些 简 单 函 数 均 可 采用 直接 定义 的 方法 来 产生 。 显 
然 直 接 定义 的 方法 只 能 产生 少量 简单 的 函数 ,而 对 于 绝 大 多 函数 来 说 ,无 法 用 直接 定义 的 方 
法 产生 ,为 此 ,必须 利用 已 定义 的 函数 ( 称 为 旧 函 数 ) 来 构造 新 函数 ,这 种 方法 称 为 派生 法 。 
派生 法 有 两 类 : 一 类 是 迭 置 法 , 另 一 类 是 算 子 法 。 
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定义 5.4: 设 新 函数 在 某 一 变 元 处 的 值 与 诸 旧 函数 的 个 值 有 关 , 如 果 不 随 新 函数 的 
变 元 组 的 变化 而 变化 , 则 称 该 新 函数 是 由 旧 函 数 利 用 迭 置 而 得 的 。 

例如 , 设 有 函数 S(z) ,a 为 常数 。 现 构造 一 元 函数 S*(z), 显 然 S*(z) 在 zxo 处 的 值 与 
S(z) 在 ST1(zo),S*"?(zo),…,，S(zxo),zxo 等 a 个 值 有 关 , 而 且 a 为 常量 与 xz。 无关, 所 以 
S"(z) 可 由 SCz) 利 用 迭 置 而 得 。 

1. (mm) 标 准 迭 置 

设 有 一 个 m 元 函数 (zi zz,… ,Xm) sm 个 nn 元 函数 gg (zyzyzo)、 gz(Czyz 
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Zn) gw(ziyzyzn) 由 三 和 Si(Gi 一 1,2, 2) 构造 如 下 的 函数 : 
h(x zz ss Ta) =f(giT Ta2 sr  Ta) Be Ts Ts Ti) sy 
Bm ms ri)) 
称 为 (m,n) 标 准 迭 置 。 称 函数 是 由 wm 个 g 对 也 作 (wz 标准 迁 置 而 得 的 , 简 记 为 : 
h(xzisx2r Tn) 一 (SI 82 Bm) TI Ta) 
注意 ,通常 的 迭 置 并 不 满足 上 述 条 件 , 但 可 以 采用 本 原 函 数 把 它们 化 为 (Gx, 标准 迭 置 。 
例 5.5: 利用 本 原 函 数 把 下 面 的 迭 置 化 为 (m,n) 标 准 迭 置 。 
h(xisxe srs Ts To) = f(g (x1.3),4,g2 (Ta T3) ,Ts ga (Te T2)) 
解 ， h(ivyszisryrsir)= fhyshss hsshy sh ) (ry sr srs srs ixe) 
其 中 : 


gills ,S3OTa )(Cziyzzyzayz5yze) 


hi (zx1 yz » Ts Z5yZ6) 


hs(x1isx2 rT3 ,T5706) = SOTs(xis Tas Ts ,Ts ,Te) 


hs(x1 szs sxs Ts sT6) = Balss sss) (x ss rTs rTs sXe) 
ha (x1s TT3 Ts »T6) 一 Lss (Xi, Xs ,TI ,Ts sXe) 
hs (Zi yzz rT3 »Ts rT76) = gs Tss, Ts) (zyzsyzsyz5yze) 
故 函 数 ACziyzayzsyzsyze) 是 由 函数 户 ja ja us As 对 卫 作 (5,5) 标 准 和 迭 置 而 得 的 。 
2. 凑合 定义 法 
所 谓 凑合 定义 法 是 指 如 下 构造 函数 的 方法 : 
亡 (ziyreze) 当 Ai(Czz，…zn) 为 真 时 
Ja(ziyzyz) 当 A:(ziyr…zs) 为 真 时 
h(xzisz2 yzn) 一 5 
万 (zazza 和 yzo) 当 A(Czyz…yzn) 为 真 时 
称 新 函数 hh 由 旧 函 数 fi,f。，…，,f 及 数论 语句 A ,A,，…,A, 利用 凑合 定义 而 得 。 注 
意 , 数 论语 句 Ai ,As ,…,Ak 互相 不 可 兼 , 即 对 任何 一 个 变 元 组 (zi ,zs,… ,zx,), 有 和 且 仅 有 一 
个 条 件 A; 成 立 。 
可 以 看 出 ,此 种 定义 方法 不 利于 计算 机 的 符号 处 理 ,为 此 ,利用 前 面 定义 的 一 些 简 单 函 
数 ,如 zNy 等 函数 ,把 新 函数 化 归 为 迭 移 。 即 
h(xsT2 Ta) = f(T Ta I) oN ctA (zi Tar 0) 十 
filz1sT2 Tn) NetAs (zyzz， 和 yza) 十 … 十 
fi zisT2ar Ta) NetAL(zis x2 ,Th) 
例 5.6: 试用 凑合 定义 法 定义 函数 Im(z.5) ,并 把 它 化 为 迭 置 。 
解 : 
lm(z,5) 一 居 汪 帮 鸭 坟 和 个 数 财 
5z 当 z 不 为 5 的 倍数 时 
根据 凑合 定义 法 知 
lIm(z,5)= zxzNN’?rs(z,5)+ 5zNNrs(z,5) 


离散 数学 
= ZNrs(z,5) 十 5zNzrs(zy,5) 

= xzNrs(z,5)++ ZzN’rs(z,5) 十 4zN2rs(z 5) 
TCNIrs(z,5) + Nirs(z,5)) + 4zN!rs(z,5) 
ZX 十 4zN?rs(z,5) 
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定义 5.5: 设 新 函数 在 某 一 变 元 组 处 的 值 与 诸 旧 函数 的 个 值 有 关 , 如 果 n 随 新 函数 的 
变 元 组 的 变化 而 变化 , 则 称 该 新 函数 是 由 旧 函 数 利用 算 子 而 得 的 。 
例如 , 设 有 函数 S(z), 现 构造 函数 S*(z), 显 然 S* (zx) 在 (zo,wyo) 处 的 值 与 SC(z) 在 
S% (zo),S (zo),…,S(zo) ,zo 等 yo 个 值 有 关 , 而 且 y。 随 着 变 元 组 (zxo, yo) 的 变化 而 
变化 ,所 以 S*(z) 可 由 SCz) 利 用 算 子 而 得 。 
算 子 的 类 型 很 多 ,下 面 介 绍 和 迭 函 算 子 和 原始 递归 式 两 种 算 子 。 
1. 迭 函 算 子 
定义 5.6: 设 有 一 个 二 元 函数 ACz,y) 和 一 个 一 元 函数 (x), 利用 它们 构造 如 下 函数 : 
g(0) = f(0) 
g(1) = A(g(0),f(1)) = A(f(O) .f(D)) 
g(2) = A(g(1),f(2)) = ACACFCO) ,7FGD)),FG2)) = A CFO) ,fA) ,2)) 


gn+1)= A(g(n,fant+1)) = A FO ,fA ,~ fln)) 
显然 ,g (mn) 的 值 依赖 于 函数 A(z,y) 和 函数 f(z)。 若 把 A(z,y) 固 定 ,而 把 函数 f(x) 
看 作 被 改造 函数 , 则 称 g(n) 是 由 旧 函 数 f(z) 利 用 和 迭 函 算 子 而 得 的 。 例 如 ,把 A 分 别 固 定 为 
加 法 和 乘法 时 可 得 不 同 的 迭 函 算 子 。 
(1) 迭 加 算 子 : 取 A 为 加 法 , 记 为 > 。 例 如: 


En 


DF) = Fo) +FDOD+ + fo 


En 


(2) 和 迭 乘 算 子 : 取 A 为 乘法 , 记 为 [[ . 例如 : 
TIrcz) = Fo) x FGD x: x fn) 


En 


2. 原始 递归 式 
递归 的 概念 在 前 面 已 经 多 次 提 到 ,如 阶乘 的 函数 
. 当 n 二 0 时 
nl! = | 
n(n 一 1)! 当 n 宇 1 时 
有 了 此 例子 ,下 面 来 定义 原始 递归 式 。 


(1) 不 含 参数 的 原始 递归 式 : 
g(0) 一 a 
ee = Bln,g(n)) 
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其 中 ,a 为 常数 ,B(z,y) 为 已 知 函 数 。 此 式 称 为 不 含 参数 的 原始 递归 式 的 标准 形式 。 
例如 ,g(x) 三 n! 可 用 递归 式 表示 如 下 : 
g(0)=1 
| 1) 一 (2 十 1) Xg(Cz) = Bn,g(n)) 
其 中 ,函数 B(x,y) 为 X(SIz ,Tz2), 它 是 已 知 函 数 。 
(2) 含 参数 的 原始 递归 式 : 
gU sus U0) = Aluy sus so ur) 
ea sU29 oUt on 二 1) 一 (ya su on gu yt Un)) 
其 中 ,AGCa za 和 BC ,ur,T,y) 为 已 知 函 数 。 此 式 称 为 含 参 数 的 原始 递归 式 
的 标准 形式 。 
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1. 原始 递归 函数 的 构造 方法 

根据 上 面 介绍 的 内 容 , 可 知 构造 原始 递归 函数 的 方法 如 下 : 

(1) 本 原 函 数 为 原始 递归 函数 。 

(2) 对 已 建立 的 原始 递归 函数 利用 迭 置 而 得 的 函数 仍 为 原始 递归 函数 。 

(3) 对 已 建立 的 原始 递归 函数 利用 原始 递归 式 而 得 的 函数 仍 为 原始 递归 函数 。 
所 以 ,原始 递归 函数 是 由 本 原 函 数 出 发 ,利用 迭 置 和 原始 递归 式 而 得 的 函数 。 
2. 原始 递归 函数 的 构造 过 程 

下 面 是 若干 递归 函数 的 例子 ,以 便 说 明 原 始 递归 函数 的 构造 过 程 ,其 他 函数 可 依 此 类 推 。 
(1) S(z)= 二 x 十 1, 为 本 原 函 数 。 

(2) Tn 《Zi ZX2 Ta， Tm) 二 ZX,， 为 本 原 函 数 。 

(3) (zy) 一 Z 十 y。 


可 用 原始 递归 式 表示 如 下 : 
jzy0) 一 并 
Er 一 并 十 y 十 1 三 BCzyyCzyy)) 


其 中 ,B 为 S1;; ,它们 为 函数 的 迭 置 。 
(4) f(z,y)=z’。 
可 用 原始 递归 式 表 示 如 下 : 
0) = 2 =1 
front 一 2 = Xr= Br fry)) 
其 中 ,B 为 X(1s,1s1) ,它们 为 函数 的 迭 惫 。 
(5) f(z)=a’。 


可 用 原始 递归 式 表示 如 下 : 
(0O) =a =1 
bei =a =a’Xa= B(zr,f(z)) 


其 中 ,B 为 X(1s，,S*OIa), 它 们 为 函数 的 迭 置 。 


离散 数学 
(6) f(x)=D(z)。 
可 用 原始 递归 式 表示 如 下 : 


f(0) = D(0)=0 
zz 十 1) = D+D) =2= Bl(r,f(x)) 
其 中 ,B 为 I。 
(7) max(x,y)。 


因为 max(z,y) 二 x 十 (y “zx), 又 因为 x 十 y 和 zx ”>y 是 原始 递归 函数 ,由 它们 的 和 挝 置 
所 得 的 函数 仍 为 原始 递归 函数 。 故 max(Cz,y) 为 原始 递归 函数 。 
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例 5.7: 给 出 “z 为 质数 ”的 特征 函数 。 
解 :“xz 为 质数 ”可 理解 为 2 至 xz 一 1 都 不 是 x 的 因子 。 
其 特征 函数 可 表示 为 


mr 


N’: (DNrs(z,D) 2) 
例 5.8: 把 下 面 利 用 凑合 定义 法 定义 的 函数 化 为 迭 轿 。 


z 当 z 达 10 时 
f(z)=12zx 当 10 二 zx 二 20 时 
3 


当 z > 20 时 
解 : “zx 三 10” 的 特征 函数 为 N:(z ”10)。 


“10 二 zx 二 20” 的 特征 函数 为 N?CN?(11 “zx) 十 N(x “20))。 
“z20” 的 特征 函数 为 N?(21 xz)。 
将 上 述 函 数 化 为 迭 置 ; 


f(z)= zo NN*(z “10) 十 2 NN2CON (CI1 27) 十 
0 二 SN 1 二 


一 2。NCz "10) 十 2z。N CNCI1“z) 十 


Nz(z “20)) 十 3r。NC21 “x) 


习题 
5.1 写 出 下 列 函数 的 特征 函数 。 
(1) a 大 于 


F 或 等 于 0 。 
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(2) a 为 bc 的 公 倍数 。 

(3) z 蜡 于 0 且 zz 为 平方 数 。 

(4) a 为 非 负 数 或 a 为 奇数 。 

(5) 在 a.b 间 的 一 切 zx 均 使 得 A(z) 成 立 。 

(6) 在 a.6b 间 有 一 个 zx 使 得 A(z) 成 立 。 

5.2 ”把 下 列 函数 化 为 标准 迭 置 。 

(1) ji(zlyzzyzsyz5) 一 (gziyzsy 3) a ,g(r Ts) Ts) (其 中 a 为 正 整 数 ) 
(2) h(xzisx2 T3741) = f(x1,3, g(x2 ,7T3),g82(T4,2)) 

5.3 用 凑合 定义 法 定义 函数 dv(Cz,5) ,并 把 它 化 为 迭 置 。 

5.4 证明 下 列 函数 为 原始 递归 函数 。 

C1) wy 

(2) rs(zx,2) 

(3) OCz) 

(4) min(zx,y) 

人 尝 汶 

(6) [Lf Cx) 


en 


TFT 


第 6 章 集 合 


集合 是 数学 中 的 一 个 基本 概念 , 它 可 作为 所 有 已 知 的 数学 分 支 的 基础 。 集 合 论 是 德国 
数学 家 康 托 (Cantor) 在 19 世纪 70 年 代 建 立 的 ,他 所 做 的 工作 一 般 称 为 朴素 集合 论 。 朴 素 
i 合 论 在 定义 集合 的 方法 上 缺乏 限制 ,会 导致 悖 论 。 经 许多 数学 家 的 努力 ,在 20 世纪 初创 
立 了 一 门 更 新 的 理论 , 称 为 公理 集合 论 。 公 理 集合 论 作为 数理 迎 辑 的 一 个 重要 分 支 ,至 今 仍 
在 发 展 中 。 本 章 的 内 容 是 介绍 集合 论 的 入 门 知识 ,十 分 类 似 于 朴素 集合 论 。 
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集合 是 最 基本 的 数学 概念 之 一 ,是 不 能 精确 定义 的 数学 概念 。 由 于 它 太 基本 了 ,所 以 不 
能 用 更 基本 的 概念 来 定义 。 然 而 ,这 并 不 影响 人 们 理解 和 掌握 它 。 

事实 上 ,每 一 个 人 都 知道 许多 集合 ,例如 : 

。 二 进 制 序列 由 0 和 1 组 成 ,数字 0 和 1 可 以 组 成 一 个 集合 {0,1)。 

。 { 微 信 , 微 博 , 博 客 } 是 一 个 集合 , 它 由 3 项 信息 服务 组 成 。 

。 10 个 数字 可 以 组 成 一 个 集合 {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9)。 

。 {a,b,c,…,z) 是 一 个 集合 , 它 由 26 个 英文 字母 组 成 。 

1. 集合 与 元 素 

通常 把 集合 描述 为 : 一 个 集合 是 某 些 确 定 的 、 能 够 区 分 的 对 象 的 聚合 。 组 成 一 个 集合 
的 对 象 称 为 这 一 集合 的 元 素 或 成 员 。 通 常用 大 写字 母 A、B、C 等 代表 集合 ,用 小 写 英文 字 
母 ac 等 代表 集合 的 元 素 。 

设 a 为 一 个 对 象 ,A 为 一 个 集合 。 如 果 a 是 集合 A 的 一 个 元 素 , 就 叫 作 a 属于 集合 A， 
记 作 a€ A; 如 果 a 不 是 集合 A 中 的 一 个 元 素 ,就 叫 作 a 不 属于 A, 记 作 a A。 

在 本 书 中 约定 : 

N 代表 自然 数 集 。 

Z 代表 整数 集 。 

I 代表 正 整 数 集 。 

Q 代表 有 理 数 集 , 它 可 以 表示 如 下 : 
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R 代表 实数 集 , 它 由 所 有 实数 (包括 有 理 数 与 无 理 数 ) 组 成 。 

一 个 集合 本 身 可 以 看 作 一 个 对 象 而 成 为 另 一 个 集合 的 元 素 。 

例如 ,可 以 定义 由 数 一 1 与 自然 数 集 N 组 成 的 一 个 集合 如 下 : 

A = {—1,N} 

该 集合 A 只 包含 了 两 个 元 素 一 1 与 N。 

又 如 ,下 面 是 由 一 些 异 构 数 据 构成 的 集合 : 

B 二 {0101,{a,6b},( 中 国 , 南 京 ),{{2)},NU} 

2. 集合 与 对 象 的 关系 

对 于 任 给 的 一 个 对 象 a 和 任 给 的 一 个 集合 A ,或 者 a 属于 A, 或 者 a 不 属于 A, 二 者 必 
居 其 一 ,但 二 者 不 可 兼 得 。 

例如 ,对 于 给 定 的 集合 A={ 一 1,N}, 有 

一 1EAINEA 

尽管 有 0EN,2EN, 但 0gA,2¢A。 


612 集合 的 表示 


通常 用 两 种 方法 表示 一 个 集合 。 
1. 枚 举 法 
枚 举 法 是 枚 举 出 集合 中 的 所 有 元 素 。 例 如 : 
A= {2;4;638;10,12;14,16,18;20} 
B= {(—2,0),(—1,—1),(—1,0),(—1,1),(0, —2),(0,—1), 
ONON OFFICOD HL; — Da DR. 
2. 描述 法 
利用 元 素 所 具有 的 性 质 来 描述 集合 。 例 如 : 
A= {zrEN|z 达 20 且 zz 为 偶数 } 
B= {(z,y) | (z,y) 是 平面 上 的 点 坐标 ,上 且 xz? 十 y? 过 4}) 
一 般 地 ,将 集合 S 中 元 素 z 的 特征 用 性 质 P 描述 如 下 : 
S= {zx | P(x)} 
其 意义 是 : 集合 S 由 且 仅 由 满足 性 质 P 的 对 象 x 组 成 , 即 zxES 当 且 仅 当 zx 具有 性 质 P。 
3. 罗素 悖 论 
用 描述 法 表示 一 个 集合 具有 局 限 性 ,有 些 性 质 特 征 不 能 定义 集合 。 通 常 遇 到 的 集合 ， 
合 本 身 不 能 成 为 它 自己 的 元 素 , 例 如 {zx)} 儿 {z}。 然 而 ,在 考虑 一 个 概念 的 集合 时 ,可 能 会 出 
现 集合 本 身 可 以 成 为 它 自己 的 元 素 的 情形 , 即 概念 的 集合 E 概念 的 集合 ,这 是 因为 概念 的 集 
合 本 身 是 一 个 概念 。 
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例如 ,定义 S 是 由 不 以 自身 为 元 素 的 集合 为 元 素 组 成 的 , 即 S={AIAEA}。 问 : S 是 
不 是 一 个 集合 ? 

如 果 假 定 S 是 集合 ,那么 按 集合 与 对 象 的 关系 ,S 本 身 或 者 是 自己 的 元 素 ,或 者 不 是 自 
己 的 元 素 , 二 者 居 其 一 且 只 居 其 一 。 

。 若 SES, 则 S 是 集合 S 的 元 素 , 所 以 S 应 满足 S 中 的 元 素 的 性 质 特征 , 即 SE S, 与 
SES 了 矛盾 。 
车 SFES, 则 因为 S 是 集合 ,日 SS, 即 S 满足 S 中 的 元 素 的 性 质 特征 , 故 有 SES， 
与 假设 S 氏 S 了 矛盾。 

两 方面 的 矛盾 说 明 假定 S 是 集合 是 错误 的 。 这 就 是 有 名 的 罗素 (B. Russell) 悖 论 。 它 
也 可 以 用 理发 师 悖 论 通俗 表述 如 下 : 西班牙 的 塞 维 利 亚 有 一 个 理发 师 , 他 只 给 那些 “不 给 自 
己 刊 胡子 ”的 人 刊 胡子 。 这 个 理发 师 自己 的 胡子 谁 刮 ? 

4. 公理 化 集合 论 

罗素 悖 论 起 因 于 不 受 限 制 地 定义 集合 ,特别 地 ,集合 可 以 是 自己 的 元 素 " 值 得 商 椎 。 为 
了 消除 这 个 隐患 ,数学 家 们 创造 了 公理 化 集合 论 ,明确 提出 形成 集合 的 原则 , 且 规定 只 能 按 
照 这 些 确定 的 原则 形成 集合 ,以 避免 已 知 的 一 些 集合 论 的 悖 论 ,这 些 原则 称 为 集合 论 的 公 
理 。 在 现代 集合 论 中 ,有 许多 不 同 的 集合 论 公理 系统 ,最 著名 的 一 个 公理 系统 是 由 化 梅 罗 
(Zermelo) 于 1908 年 提出 ,后 经 弗兰克 尔 (Frankel) 等 人 改进 而 建立 的 ,人 们 称 之 为 ZF 系 
统 。 本 书 不 涉及 这 些 理论 。 按 集合 论 的 公理 ,一 个 集合 不 可 以 是 自己 的 元 素 。 
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下 面 讨论 集合 之 间 的 关系 。 

1. 子 集 与 包含 关系 

定义 6.1: A、B 是 两 个 集合 ,对 于 任意 的 z, 若 zEA, 则 zE 刀 ,就 说 集合 A 是 集合 B 的 
子 集 ,也 说 集合 B 包含 集合 A , 记 为 ASB。 

车 A 不 是 B 的 子 集 , 记 为 A 生 B. 也 说 B 不 包含 A。A 壬 B 当日 仅 当 3x€A 但 zB。 

2. 空 集 

设 A={xEN|z 十 1==0},A 是 一 个 集合 。 显 然 集合 A 中 什么 元 素 也 没有 ,这 样 没有 一 
个 元 素 的 集合 称 为 空 集 ,用 名 来 表示 。 

3. 相等 关系 

定义 6.2: A、B 是 两 个 集合 。 若 ASB, 且 BSCSA, 则 说 A 与 B 是 相等 的 两 个 集合 , 记 为 
A=B。 车 ASB 且 A#B, 说 A 是 B 的 真子 集 , 记 为 ACB。 

定理 6.1: A 是 任意 一 个 集合 ,如 是 空 集 , 则 

DACA 

(2) CSA。 
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证 明 : 

(1) 对 于 任意 的 z, 若 zEA, 则 显然 有 zEA, 所 以 由 子 集 的 定义 知 ASA。 

(2) 用 反 证 法 : 车 名 不 包含 于 A, 则 存在 z+,r€E 如 ,但 zf A。 显 然 , 这 与 空 集 名 的 定义 
矛盾 。 故 BA。 

定理 6.2: 空 集 是 唯一 的 。 

证 明 : 设 人 已 , 、g, 是 两 个 空 集 。 由 定理 6.1 知 C1SGi, 且 BsSSC1。 故 由 定义 6. 2 知 
G1=2,。 
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根据 前 面 的 定义 ,本 书 所 讨论 的 集合 有 以 下 特点 : 

(1) 本 书 所 讨论 的 集合 , 仅 考虑 它 所 包含 的 不 同 的 元 素 , 也 就 是 说 集合 中 元 素 重复 出 现 
没有 意义 。 例 如 : 

{gr0s0,g le)} = {gs0,l,e} 
(2) 本 书 所 讨论 的 集合 ,集合 中 的 元 素 没 有 任何 形式 的 顺序 。 例 如 : 
{gr0l,e} = {gl,e,0} 

(3) 本 书 所 讨论 的 集合 ,对 集合 中 的 元 素 没 有 任何 限制 ,也 就 是 说 ,一 个 集合 中 的 各 个 

元 素 之 间 彼 此 独立 ,可 以 毫 不 相干 。 例 如 : 
A = {南京 理工 大 学 ,a,1010, 人 工 智 能 } 

A 是 一 个 确定 的 集合 ,由 4 个 元 素 组 成 。 

还 要 指出 ,集合 中 的 元 素 没有 任何 限制 ,一 个 集合 也 可 以 是 另 一 个 集合 的 元 素 。 例 如 : 

B= {@,{ 名 }),{ 中 国 ,{ 南 京 )}} 
是 一 个 集合 , 它 由 3 个 元 素 组 成 。 显 然 有 
ZEB,GSB; {GE B,{G} SB;( 中 国 ,{( 南 京 )) € B,{{ 中 国 ,{ 南 京 }}} 和 B。 


615 多 重 集 


一 个 集合 就 是 一 些 不 同 对 象 的 总 体 。 然 而 有 许多 时 候 , 人 们 过 到 的 不 是 不 同 对 象 的 总 
体 。 例 如 , 谈 及 一 个 班级 学 生 名 字 的 总 体 , 一 个 班级 中 可 能 有 两 个 或 多 个 学 生 同 名 。 为 此 ， 
本 章 约定 一 个 多 重 集 是 一 些 对 象 的 总 体 ,但 这 些 对 象 不 必 不 同 。 例 如 ! 张 彬 ,李冰 , 王 露 露 ， 
张 彬 }、{a,5,5,c,a,a}) 等 都 可 以 看 成 多 重 集 。 

在 多 重 集 里 ,一 个 元 素 的 重 数 是 它 在 该 多 重 集 里 出 现 的 次 数 。 例 如 ,在 多 重 集 {a,5,5， 
cvasa}) 中 ,a 的 重 数 为 3.0 的 重 数 为 2,c 的 重 数 为 1。 一 个 元 素 在 集合 中 没有 出 现 , 可 以 规 
定 它 的 重 数 为 0。 

集合 是 多 重 集中 所 有 元 素 的 重 数 仅 为 0 和 1 的 特殊 情况 。 
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62 集合 的 基本 运算 


621 集合 的 并 交差 


| 3 
定义 6.3: 设 A 和 B 是 两 个 集合 , 则 
(1) 存在 一 个 集合 , 它 是 由 所 有 或 者 属于 集合 A, 或 者 属于 集合 B 的 元 素 组 成 的 , 称 这 
个 集合 为 集合 A 与 集合 B 的 并 集 , 记 为 AUB, 即 
AUB={rlz€EAVzrEBDB} 
根据 并 集 的 定义 ,有 以 下 结论 : 
xr FAUBYH 人 oIr ¢ AHBr¢B 
(2) 存在 一 个 集合 , 它 是 由 所 有 既 属 于 集合 A、 又 属于 集合 B 的 元 素 组 成 的 , 称 这 个 集 
合 为 集合 A 与 集合 B 的 交集 , 记 为 AP 站 B, 即 
ANB= (zs |eEANZZE BB} 
根据 交集 的 定义 ,有 以 下 结论 : 
zr FANBYH 人 oIr ¢ A 或 T ¢ B 
(3) 存在 一 个 集合 , 它 是 由 所 有 属于 集合 A 但 不 属于 集合 B 的 元 素 组 成 的 , 称 这 个 集 
合 为 集合 A 与 集合 B 的 差 集 , 记 为 A 一 B, 即 
A—B= {rl|zxEANz¢B} 
根据 差 集 的 定义 ,有 以 下 结论 : 
zEA 且 zE 了 可 推出 zEA 一 B 


2. 基本 定理 

集合 的 交 和 并 运算 满足 以 下 基本 定理 。 

定理 6.3: 设 A、B、C 是 3 个 任意 集合 , 则 

(1) AUA=A,ANnA=A( 宪 等 律 )。 

(2) AUB=BUA,ANB=BNA( 交 换 律 )。 

(3) AU(BUO= (AUB)UO),AN(GBNO= (ANB) NO (结合 律 )。 
CAUCGBnCc=CAUBInCAUCAnCGBUC=CAnB)UCAmncC)( 分 配 律 ) 。 
证 明 : 仅 证 明 (4) 中 的 第 二 个 式 子 .AnCBUC)=(CAnB)UCAmncC)。 

首先 证 明 AmnCBUCSECAmB)UCAmcC) 。 

对 于 任意 的 VzEAN(BUC),zEA 且 xzEBUC., 由 并 集 的 定义 知 zEB 或 TEC。 
车 xEB, 则 由 zxEA 知 ,xEANBSE(ANB)U(ANO)。 

车 xEC, 则 由 zxEA 知 ,XEANCSE(ANB)U(ANO)。 

故 4AnCBUCSECAmnB)UCAmncC)。 

其 次 证 明 (AnB)UCAmcSEAmCBUC) 。 
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对 于 任意 的 Vr€E(ANB)U(ANC),zEANB 或 YEANC。 

车 rEANB, 则 xzEA 且 xEBCBUC。 由 交集 的 定义 知 ,x€EAN (BUC)。 

车 rEANC, 则 xEA 且 xzECCBUC。 由 交集 的 定义 知 ,rEANCBUC)。 

故 AN(BUOSAUNB)UANO), 

综 上 ,An(CBUC)=(AnB)UCAnc)。 

例 6.1; 设 A.B.C 是 3 个 任意 集合 ,证 明 (A 一 B)U(A 一 C)=A 当 且 仅 当 ANBN 
C=8。 
解 : (1) 必要 性 。 设 AmBnc 产 已 , 则 3zEA4A 且 zEB 且 zEC。 根 据 差 集 的 定义 知 ， 
由 xzEA 且 zEB 得 z&A 一 B; 由 zEA 且 zEC 得 zEkA 一 C。 于 是 z& (A 一 B)U (A 一 0)= 
A, 与 zxEA 了 矛盾。 故 4AnBnc= 邓 。 

(2) 充分 性 。 对 于 任意 的 z, 若 zE(A 一 B)U(A 一 C), 则 有 xzEA 一 B 或 zxEA 一 C。 

若 zEA 一 B, 则 zEA 且 zx 人 kxB, 即 有 xzEA。 

车 xEA 一 C, 则 xzEA 且 x&KC, 即 有 xzEA。 

所 以 ,由 子 集 的 定义 知 (A 一 B)U(A 一 C0) A。 

对 于 任意 的 zx, 若 zxEA, 根 据 元 素 z 与 集合 B 的 关系 知 ,xEB 或 TB。 

车 xzEB, 则 由 x€EA 知 zEANB。 因为 ANBNC= 名 ,所 以 zfC。 由 xzEA 和 zx&C 
知 ,EA 一 CSE(A 一 B)U (A 一 C)。 

若 z&B, 则 由 zEA 知 ,zEA 一 BSE(A 一 B)U(A 一 C), 从 而 有 AS(CA 一 B)U(A 一 C) 。 

综 上 ,(A 一 B)U(A 一 C)=A。 


622 集合 的 对 称 差 


定义 6.4: 设 A 和 B 是 两 个 集合 , 则 存在 一 个 集合 , 它 是 由 所 有 或 者 属于 A 不 属于 B， 

或 者 属于 B 不 属于 A 的 元 素 组 成 的 , 称 它 为 集合 A 和 集合 也 的 对 称 差 , 记 为 AB, 即 
A 中 B={(zlzEAAzEB 或 xzEBAzEA 
由 定义 不 难 知 : 
A@M@B= (A—B)U (B—A) 

定理 6.4: 设 A 和 B 是 两 个 集合 , 则 A@BB= (AUB) 一 (ANB)。 

证 明 : 先 证 ABBS(AUB) 一 (ANB)。 

对 于 任何 一 个 zx, 若 xzEA@B, 由 对 称 差 的 定义 知 , 有 zEA 一 B 或 xEB 一 A。 

若 zEA 一 B, 则 有 xzEA 且 zEB, 从 而 有 zEAUB 且 z&kAnmB, 所 以 zxE(CAUB) 一 
(AmB)。 

车 zxEB 一 A, 则 zxEB 且 x&KA, 从 而 有 zxzEAUB 且 xFANB, 所 以 iE (AUB) 一 
(CAmB)。 

因此 ,A 四 BS(AUB) 一 (AnB)。 

再 证 (AUB) 一 (AmnB)EA@B。 

对 于 任何 一 个 z, 若 zE(AUB) 一 (AnB), 则 zEAUB 且 z&AnB。 由 zEAUB 
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知 ,zEA 或 zxEB。 
车 rEA, 又 IKANB, 所 以 zB, 从 而 有 zxzEA 一 B, 故 由 对 称 差 的 定义 知 zE AB。 
若 zEB, 又 zE 4 站 B, 所 以 zEA, 从 而 有 >zEB 一 A, 故 由 对 称 差 的 定义 知 zxEAGB。 
因此 ,(AUB) 一 (ANB)SA@B.。 
综 上 ,4 中 B=(AUB) 一 (AmB)。 


623 文 氏 图 
可 以 用 图 来 表示 两 个 集合 的 运算 ,如 果 令 A 和 B 是 图 6. 1(a) 中 阴影 区 域 所 表示 的 集 


合 ,那么 图 6.1(b) 中 阴影 区 域 分 别 表示 AUB、ANB、A 一 B 和 A 中 B。 这 些 图 通常 称 为 文 
氏 (Venn) 图 。 


4 B 
(a) 集合 A、B 
AUB ANB A-B A®B 


(b) 集合 A、B 的 并 、 交 、 差 和 对 称 差 
图 6.1 集合 的 文 氏 图 表示 


下 面 应 用 文 氏 图 说 明 一 些 重要 公式 。 
定理 6.5: 对 于 任何 集合 A, 有 
A®@A=2 
A®@L =A 
定理 6.6: 设 A、B.C 是 3 个 任意 集合 , 则 对 称 差 具有 


结合 律 : 


(ABB)OBC=A@(BOO 

先 用 文 氏 图 看 看 (4 由 B) 申 C 中 的 元 素 有 什么 特点 ， 
如 图 6. 2 所 示 。 

设 zxE(A 中 B) 中 C, 即 有 xzEAHB 且 z&C, 或 zxEC 
且 z&AB。 

由 xzEAB 上 且 >z 人 EC, 可 以 得 到 zEA,zEB,zEC 或 (四 8) 四 cC=4@(89O 
ZEArEB IECs, 

由 zEC 且 xzKAB, 可 以 得 到 zEC,r&A,r&fB 或 图 6.2 对 称 差 的 结合 律 
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EC TEA LEB, 
图 6.2 中 的 4 个 阴影 区 域 1.2、3、4 分 别 给 出 了 属于 (A@B)@C 的 元 素 的 特点 。 
再 看 看 A(B 虽 C) 中 的 元 素 有 什么 特点 。 

设 IEA@(B@BO0), 即 有 zxzEA 且 zfBO@C, 或 -EA 且 xEB@C。 

由 zEA 且 z&BC, 可 以 得 到 zEA,zEB,zkC 或 zEA,zEB,zEC。 

由 >z&A 且 zEBC, 可 以 得 到 zEA,zEB,zEkC 或 A,zEgB,zEC。 

图 6.2 中 的 4 个 阴影 区 域 1.4、2、3 分 别 给 出 了 属于 A(BC) 的 元 素 的 特点 。 

综 上 ,不 难看 出 (4 四 B) 申 C=4 中 (BC) 。 

例 6.2: 已 知 A@®BB 二 A@C, 证 明 B=C。 

证 明 : 因为 A 四 B 一 A@C ,根据 结合 律 , 由 A 四 (4 四 B)=4A 四 (4A 巾 C) ,得 (4 四 A) 四 B= 
(AA)C。 从 而 有 名 田 B 二 BC, 故 B=C。 


624 集合 的 寡 集 合 


定义 6.5: 设 A 是 一 个 集合 ,存在 一 个 集合 , 它 是 以 A 的 所 有 子 集 为 元 素 构成 的 , 称 它 
为 集合 A 的 宕 集合 , 记 为 只 A) 或 24 一 {zlzSA)。 
显然 ,有 
AD) = {2} 
A{G)) = {8 ,18)} 
A{1,2})) = {2 ,{1,2},{1},{2)} 
由 于 ,BSA,ACA, 故 必 有 ENUA),AE NA)。 
例 6.3: 设 A 和 B 是 两 个 集合 , 试 证 明 24 门 29 二 24m3。 
证 明 : 对 于 任意 的 TE24 门 28 ,由 交集 的 定义 知 xzE24 上 且 xz E23。 根据 短 集 的 定义 得 
XSA 且 xSB, 从 而 有 xzSSANB。 再 根据 宕 集 的 定义 得 zxE24ns 。 
鼓 32 N22403 
对 于 任意 的 xzE24m3, 则 根据 短 集 的 定义 得 z 三 A 站 B, 从 而 有 xz 刁 A 且 xz 刁 B。 再 根据 
短 集 的 定义 得 xE24 且 xE23, 从 而 有 xzE24 门 23。 
i 
综 上 ,24 门 28 一 24ns 。 


625 多 个 集合 的 并 与 交 
可 以 把 两 个 集合 的 并 和 交 运 算 推广 到 k(k 三 2) 个 集合 。 设 P;(1 志 ik) 是 一 个 任意 集 
合 ,把 PU PsU…UP 记 为 
(UJ Pi= {zl Be MIke Pi} 


并 把 Pi 几 P; 首 … 作 Pi 简 记 为 
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上 


(| Pi={z| Vi€ N,1<i<k,r€P,) 
i=l 
进而 有 


UP:= {zx| 3i€ Ni>1,z€P.) 


| Pp; = | VEE Nii SLE Bi} 
一 1 
设 A,P;Gsi 和 所 是 十 1 个 集合 , 则 


= 硬 祝 


AU p=/ WUPD 
关于 集合 的 并 和 交 运 算 可 以 进一步 推广 , 即 所 谓 集合 的 广义 并 和 广义 交 运 算 。 设 DD 是 
一 个 集合 艇 ,也 可 以 认为 是 一 个 以 集合 为 元 素 的 集合 。 要 求 D 不 是 空 集合 。 令 
Us={rzl3seD,res) 


seD 
MsS={zlvseD,zreSs) 
seD 


例如 , 设 D={X,Y,2}), 则 有 
(j= 


SED 
彰 芝 三 于 全 丈 而 区 
seD 
设 甩 是 一 个 集合 , 称 它 为 下 标 集 ,对 于 互 中 的 每 一 个 元 素 g ,As 表示 一 个 集合 。 设 
D={As1gE HH), 则 有 


(Js= Un 


SED gEH 


从 六 二 介 壕 


seD gEH 


63 全 集 和 补 集 


631 全 集 和 补 集 的 定义 


1. 全 集 

定义 6.6: 在 研究 某 一 个 具体 问题 时 ,往往 规定 一 个 集合 ,使 问题 所 涉及 的 集合 都 是 它 
的 子 集 合 , 称 这 个 集合 为 全 集 , 记 为 U。 

全 集 是 一 个 相对 的 概念 ,不 同 的 问题 ,可 以 规定 不 同 的 全 集 。 
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定理 6.7: 设 A 是 一 个 任意 集合 , 则 
闪 作 入 寺 总 
AUSG=A 
2. 补 集 
定义 6.7; 设 A 是 一 个 集合 ,U 是 全 集 , 称 集合 U 一 A 为 A 的 补 集 , 记 为 A, 即 
A=U—A={z€EU|z¢A) 


显然 有 以 下 定理 。 

定理 6.8: 设 A 是 任意 一 个 集合 , 则 
AUA=U 
ANA=% 


定理 6.9: 设 A 和 B 是 任意 两 个 集合 , 则 
A=B 当 上 且 仅 当 A UB=U,ANB=% 
证 明 : 由 定理 6. 8 知 必要 性 成 立 。 
再 证 充分 性 。 设 AUB=U,ANB= 多 , 则 
B= BNUV= BNCUAa= BN VE 
= UBND= ND UY En 
=(AUBNA=UNA=A 
此 定理 的 证 明 也 给 出 了 另 一 个 重要 结果 , 即 任意 一 个 集合 的 补 集 是 唯一 的 。 
推论 : 设 A 是 任意 一 个 集合 , 则 A=A。 
证 明 : 因为 AUA=U, 且 ANA= 名 ,由 定理 6.9 知 ,一 方面 A 是 A 的 补 , 另 一 方面 A 
也 是 A 的 补 , 即 A=A。 


632 基本 运算 定理 


下 面 证 明 一 个 重要 定理 一 一 德 。 摩根 (De Morgan) 律 。 

定理 6.10: 设 A 和 B 是 任意 两 个 集合 , 则 
T= 玉山 B 
AUB=ANB 

证 明 : 因为 (AUB)N (A4NB)=(AN(ANB)UBNANB)) 
=((ANA)NBUANBNMB)) 
=(GNBUANG) 
=ZUSG 
一 好 

(AUB)IUGCnB)=(AUB)UA)nCAUB)UE) 

=((AUA)UB)N (AU BUB)) 
=(UUB NAUD) 
=UNU 


此 ,由 定理 6.9 知 


同 理 可 证 ,A 站 BE=AUEB。 
引入 全 集 和 补 集 的 概念 可 以 对 集合 的 运算 提供 很 大 方便 。 下 面 给 出 定理 ,使 两 个 集合 
的 差 运 算 可 以 归结 为 交 和 补 的 复合 运算 。 
定理 6.11: 设 A 和 B 是 两 个 任意 的 集合 , 则 A 一 B= 二 ANB。 
证 明 : 先 证 A 一 BEANB。 
对 于 任意 的 xz, 车 xEA 一 B, 则 zxEA 且 x&FB, 即 zxE€A 且 xEB, 由 交集 的 定义 知 ,xE 
ANB, 所 以 A 一 BSEANB。 
再 证 ANBSA 一 B。 
对 于 任意 的 zx, 车 TEANB, 则 zxzEA 有 是 ITEB, 即 zx€EA 有 日 fFB, 由 差 集 的 定义 知 ,rE 
A 一 B, 所 以 ANBSA 一 B。 
综 上 ,有 A 一 B=ANB。 
例 6.4: A、.B.C 是 3 个 任意 集合 ,求证 
(A—BN(A-C=A—BUO) 
证 明 : 由 定理 6.11 以 及 交 运 算 的 结合 律 , 可 以 得 到 
(A—BNGA-O=ANBDNANO) 
=ANGEGNG 
=ANBUC 
=A—(BUC) 


633 集合 的 计算 机 表示 


计算 机 表示 集合 的 方法 有 多 种 .一 种 方法 是 把 集合 中 的 元 素 在 计算 机 中 无 序 存储 。 但 
该 方法 在 进行 交 、 并 或 差 运 算 时 会 很 费时 ,因为 这 些 运算 将 需要 进行 大 量 的 元 素 搜索 ,从 而 
降低 算法 的 效率 。 本 节 介 绍 一 种 利用 全 集中 元 素 的 任何 一 种 顺序 来 存放 集合 元 素 的 方法 ， 
以 提高 集合 运算 的 效率 。 

已 知 全 集 口 = {zi ,zs，…,z,), 采 用 长 度 为 n 的 二 进 制 位 串 来 表示 UU 的 子 集 A: 如 果 
ai€EA, 则 二 进 制 位 串 的 第 i 位 是 1; 如 果 a; 儿 A. 则 二 进 制 位 串 的 第 i 位 是 0。 反 之 亦 然 。 例 
如 ,; 设 = {a,b,csd,e, fgyhyisj,k},A=={a,d,g,h,j}),; 则 A 的 二 进 制 位 串 
为 10010011010。 

用 二 进 制 位 串 表示 集合 便于 计算 集合 的 并 、 交 、 差 、 补 运算 。 如 果 约 定 1 为 真 ,0 为 假 ， 
则 采用 联结 词 来 实现 集合 的 运算 。 

定义 6.8: 已 知 两 个 集合 的 位 串 Bi 二 bb52…b, ,Bs 二 cics…cs， 则 集合 的 并 运算 为 两 个 位 
串 的 按 位 析 取 ,集合 的 交 运 算 为 两 个 位 串 的 按 位 合 取 ,集合 的 差 运算 是 位 串 的 按 位 算术 差 
““”, 集 合 的 补 运算 是 位 串 的 按 位 逻辑 非 。 


第 6 章 集 合 bp 
例 6.5; 已 知 U={a,b,c,d,e,f ,gsrhyisj kb},A={ad,g,h,j},B={a,b,g,h,i,j}, 试 
求 AUB.ANB、A 一 B 和 A。 
解 : 根据 定义 知 A、B 的 二 进 制 位 串 分 别 为 10010011010、11000011110。 则 
A 的 位 串 为 


10010011010 = 01101100101 


对 应 的 集合 为 
A= {bcse, fsisk} 
AUB 的 位 串 为 
10010011010 V 11000011110 = 11010011110 
对 应 的 集合 为 
AUB= {a,b,d,gsh,i,j} 
ANMB 的 位 串 为 
10010011010 A 11000011110 = 10000011010 
对 应 的 集合 为 
ANB= {a,g,h,j} 
A 一 B 的 位 串 为 
10010011010 * 11000011110 = 00010000000 
对 应 的 集合 为 


A—B= {d} 


64 自然 数 与 自然 数 集 


641 后 继 


定义 6.9: 设 A 是 一 个 给 定 的 集合 ,存在 一 个 集合 叫 作 A 的 后 继 , 记 为 A* , 即 A* = 
AU{A}。 
例如 , 设 A={1,2}, 则 A+={1,2}U{{1,2}}={1,2,{1,2}}。 


642 自然 数 和 自然 数 集 


现在 从 空 集 妃 开始 来 构造 一 个 集合 的 序列 。 
名 的 后 继 为 {如 )。 

{ 包 } 的 后 继 为 {2 ,{B}}。 

而 { 包 ,{ 名 })} 的 后 继 为 {如 ,2}),{2,{2)}}。 
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显然 可 以 构造 出 越 来 越 多 的 后 继 。 
可 以 给 这 些 集 合 取 如 下 名 字 : 


显然 有 1 一 0+ ,2 二 1+ ,3 一 2+ ,如 此 等 等 ,以 至 无 穷 。 
定义 6. 10: 对 于 一 个 集合 S, 如 果 它 是 空 集 马 ( 亦 即 0) ,或 者 有 一 个 自然 数 "使 得 S 一 
nt , 则 称 S 为 一 个 自然 数 。 
对 于 任意 两 个 自然 数 mx 和, 如果 光 =n7, 即 滩 ==nU (fn), 称 x 为 n 的 后 继 ,n 为 m 的 
前 驱 , 可 以 记 为 m==n 十 1, 也 可 以 记 为 n= 二 mm 一 1。 
定义 6.11: 由 所 有 自然 数组 成 的 集合 叫 自然 数 集 , 记 为 N, 即 
N 一 {0,1,2,3,…} 


643 皮 亚 诺 公理 假设 


自然 数 集 N 具有 下 列 性 质 : 

(1) OEN。 

(2) 如 果 nEN, 那 么 n+ EN。 

(3) 0 不 是 任何 自然 数 集 的 后 继 , 即 不 存在 自然 数 mE N, 使 得 0 二 m1 。 

(4) 如 果 妈 和 产 均 是 自然 数 , 寻 三 mt ,那么 n= 二 mm。 

(5) 若 S 是 NN 的 子 集 , 具 有 两 个 性 质 : 

Ci HES, 

(ii) 如 果 nE5S, 那 么 n* €S。 

则 有 S=N。 

这 就 是 有 名 的 皮 亚 诺 (Peano) 公 理 假设 。 

皮 亚 诺 公理 假设 的 第 (5) 条 也 是 数学 归纳 法 的 原理 。 设 是 一 个 自然 数 ,P(n) 表 示 一 
个 与 n 有 关 的 公式 或 命题 ,我 们 令 S 二 {nE NIP(n) 为 真 ;。 若 证 明了 P(0) 为 真 , 即 0€S 
(归纳 基础 ) ,并 且 若 PCz) 为 真 , 则 PG”) 也 为 真 , 即 车 nE S, 则 n* € S( 归 纳 步 骤 ), 则 由 皮 
亚 诺 公理 假设 第 (5) 条 ,得 到 S=N。 

例 6.6: 证 明 对 于 任意 自然 数 , 都 及 二 0 或 者 0Em 之 一 成 立 。 

证 明 : 对 m 用 归纳 法 。 

车 m= 二 0, 则 结论 成 立 。 

归纳 假设 : 对 于 任意 自然 数 mr, 结论 成 立 。 

考察 x+ 二 mU {m} ,由 归纳 假设 ,m 二 0 或 者 0E€m 之 一 成 立 。 

车 m==0, 则 0 二 mE€{m}S{m})Um==mt 。 
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若 0Ez, 则 0EzmzEGzzUfz = 一 zt+。 

故 有 0Em' , 即 对 于 "二 结论 成 立 。 

由 数学 归纳 法 知 命题 成 立 。 

例 6.7: 设 是 一 个 自然 数 ,证 明 阁 有 两 个 自然 数 n 和 2, 且 EnzsnzEn, 则 mEn。 

证 明 : 设 S 二 {nEN|I 如 果 ,ns EN, 且 En ,nz En, 则 mEn}, 即 要 证 S 二 N。 

因为 0= 儿 ,不 存在 任何 元 素 ( 包 括 集合 ) 属 于 0, 所 以 0 具有 以 下 性 质 ; 若 N 中 有 两 个 
自然 数 坟 和 ns, 且 Ens,ns€E0, 则 mw€0。 由 此 可 得 0€S。 

车 nE5S, 要 证 n+ ES。 若 N 中 有 两 个 自然 数 y 和 nz, 有 征 Enz,nzEnt 二 nU {n}), 于 
是 ns En 或 者 ns€ ln)。 

车 nsEn, 因 为 nES, 所 以 由 Ens 知 m EnSS{n}Un=nt。 

车 nn2 Efn), 则 ns 二 =n, 即 有 mEns 二 nnU {fn}==nt。 

综 此 ;全 区 

由 皮 亚 诺 公 理 知 S=N。 

命题 得 证 。 

数学 归纳 法 还 有 一 种 形式 , 即 若 二 0 时 命题 成 立 , 假 定 当 nk 时 命题 成 立 , 可 以 证 明 
7 一 A 十 1 时 命题 也 成 立 , 则 对 于 一 切 自 然 数 命题 均 成 立 。 这 种 归纳 方法 又 叫 第 二 归纳 法 。 

例 6.8: 设 有 数目 相等 的 两 堆 棋 子 ,两 人 轮流 从 任 一 堆 里 取出 任意 颗 棋 子 , 但 不 能 不 取 ， 
也 不 能 同时 在 两 堆 里 取 。 规 定 最 后 取 完 者 获胜 。 求 证 可 以 保证 让 后 取 者 必 胜 。 

证 明 : 对 每 堆 棋子 数目 作 归 纳 。 

当 n 二 1 时 , 先 取 者 必须 取 走 两 堆 各 一 颗 中 的 一 颗 , 且 仅 能 取 一 颗 , 后 者 取 剩 下 一 颗 。 后 
取 者 胜 。 

归纳 假设 : 当 nk 时 命题 成 立 。 

当 n==k 十 1 时 , 先 取 者 只 能 在 一 堆 中 取 , 若 全 部 取 完 一 堆 , 那 么 后 取 者 取 完 另 一 堆 , 后 取 
者 胜 。 车 先 取 者 取 7 颗 (0 二 rk 十 1), 则 后 取 者 在 另 一 堆 也 取 + 颗 。 此 时 该 先 取 者 取 , 而 两 
堆 数 目 仍旧 相等 ,但 数目 个 数 为 十 1 一 rk, 由 归纳 假设 , 先 取 者 无 论 怎 样 取 , 后 取 者 一 定 
可 以 胜 。 

整个 证 明 也 完成 了 。 这 个 证 明 没有 从 0 开始 ,显然 归纳 法 不 一 定 从 0 开始 。 若 从 no 开 
始 ,结论 是 对 于 大 于 或 等 于 no 的 一 切 自然 数 命题 成 立 。 


644 自然 数 集 的 性 质 


由 自然 数 集 的 定义 ,有 以 下 结论 : 
性 质 1: 设 坟 ns 和 ns 是 3 个 任意 的 自然 数 , 若 Ens ,nsEns;, 则 mm Ens。 
性 质 2: 设 mw 和 ns 是 两 个 任意 的 自然 数 , 则 下 述 3 个 式 子 中 有 一 个 成 立 : 
Mm Enam nn Em 
性 质 3: 设 S 是 自然 数 集 的 任意 非 空子 集 , 则 存在 mn。€ES, 使 得 mw 人 1S 二 2。 
性 质 3 是 一 条 公理 , 叫 正则 公理 。 在 正则 公理 中 ,no 称 为 S 的 极 小 元 。 正 则 公理 实际 
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上 说 明了 自然 数 集 的 一 个 有 用 性 质 : 自然 数 集 的 任意 非 空子 集 有 最 小 数 。 

例 6.9: 证 明 对 于 任意 自然 数 冯 和 ?7, 若 zxEz, 则 n* Em 或 者 n1 一 m 之 一 成 立 。 

证 明 : 对 m 用 归纳 法 。 

车 mm 二 0, 则 命题 “车 nE0, 则 n+ E0 或 者 nt 二 0” 显 然 成 立 。 

归纳 假设 : 对 任意 的 mx, 结 论 成 立 , 即 车 nEm, 则 n7 Em 或 者 n7 二 mm 之 一 成 立 。 

考察 mt! 二 mU {m} 时 的 情形 : 

车 nEm! 二 mU{m}), 则 有 nEm, 或 n= 二 m。 

当 nEm 时 , 由 归纳 假设 有 n* Em 或 者 对 二 m 之 一 成 立 。 

车 nt Em 则 nt EmSmU{m}= 二 mt 。 

车 n+ = 二 my 则 nt = 二 mE€ {m} Um 二 mt 。 

当 n 二 m 时 , 显然 有 n= 二 mt 。 

所 以 对 于 mt ,结论 成 立 。 

由 数学 归纳 法 知 命题 成 立 。 

例 6.10: 证 明 对 于 任意 自然 数 m 和 nn, 都 有 mEn 或 者 m 二 n 或 者 nEm 之 一 成 立 。 

证 明 : 对 nn 用 归纳 法 。 

当 n==0 时 ,由 例 6.6 知 结论 成 立 。 

归纳 假设 : 对 任意 自然 数 结论 成 立 。 

考察 n+ 二 nU {n), 由 归纳 假设 ,对 任意 自然 数 mw 和 nn, 都 有 mEn 或 者 m 二 nn 或 者 nEm 
之 二 成立。 

车 nEm, 则 由 例 6.9 得 到 n+ Em 或 者 n+ 二 m 之 一 成 立 。 

车 n=mr; 则 mE {fm}={n}SnUt{n}=nt 。 

车 mEn), 则 mEnSnU{n)==n*。 即 有 nt 二 m 或 者 n+ Em 或 者 mEni 三 者 之 一 成 
立 , 亦 即 对 nn? 结论 成 立 。 

由 数学 归纳 法 知 命题 成 立 。 


645 集合 的 递归 定义 与 递归 子 程序 


自然 数 集 的 性 质 提供 了 一 个 证 明 与 自然 数 有 关 的 命题 的 方法 , 即 数学 归纳 法 。 自 然 数 
集 的 定义 也 提供 了 定义 某 些 集合 的 一 个 方法 , 称 之 为 归纳 定义 ,又 称 之 为 递归 定义 。 

集合 的 归纳 定义 由 3 部 分 组 成 : 基础 条 款 、 归 纳 条 款 和 最 小 性 条 款 。 

3 部 分 含义 如 下 : 

(1) 基础 条 款 : 用 来 定义 该 集合 的 最 基本 的 元 素 。 

(2) 归纳 条 款 : 用 来 构造 集合 的 新 元 素 的 规则 。 

(3) 最 小 性 条 款 : 指出 一 个 对 象 是 定义 的 集合 中 的 元 素 的 充 要 条 件 是 它 可 以 通过 有 限 
次 使 用 基础 条 款 和 归纳 条 款 中 所 给 的 规定 构造 出 来 。 

例 6. 11: 试用 归纳 定义 集合 5 二 {nE N15 整除 } 。 

解 : 设 S 是 一 个 集合 , 它 满足 以 下 3 条: 
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(1) 0€S, 
C25 EES, 
(3) S 中 的 元 素 均 是 有 限 次 使 用 (1) 和 (2) 所 得 的 。 
例 6.12: 已 知 王 = {a,b,c) 是 一 个 字母 表 , 写 出 上 每 个 a 均 有 2 紧 跟 其 后 的 所 有 符号 
串 的 集合 的 递归 定义 。 
解 : 设 工 是 如 上 定义 的 符号 串 ,满足 以 下 3 条 : 
(KE 
(2) 若 wEL, 则 wb,ucsuab€L。 
(3) 上 中 的 元 素 是 有 限 次 使 用 (1) 和 (2) 所 得 的 。 
对 递归 定义 3 要 素 (基础 条 款 、 归 纳 条 款 、 最 小 性 条 款 ) 的 充分 理解 有 助 于 解决 递归 子 程 
序 的 形式 化 描述 问题 以 及 程序 开发 过 程 中 软件 设计 的 完备 性 问题 。 
下 面 以 程序 设计 中 的 实际 问题 加 以 说 明 。 
例 6.13: 构造 函数 f(x) 二 n! 的 递归 子 程序 。 
程序 设计 教材 在 描述 该 递归 子 程序 时 一 般 会 给 出 如 下 代码 : 
jint f(int n){ 
if(r==0) retum 1; 
else retum nx f(n- 1); 
} 


该 程序 对 于 一 个 正确 的 输入 (n 宇 0) 会 有 一 个 正确 的 输出 。 但 对 于 一 个 错误 的 输入 
(n 二 0) ,程序 未 能 给 出 合理 的 反应 ,其 原因 是 该 程序 未 能 满足 递归 定义 的 最 小 性 条 款 。 一 
种 完备 的 处 理 方式 如 下 : 


int f(int n){ 
证 ar=0) retum 1; /| 基础 条 款 
else if(n> 0)retn nx fn-1); /归纳 条 款 
else exit (0); // 最 小 性 条 款 , 非 正常 退出 ,具体 问题 可 作 相 应 处 理 


时 


递归 定义 提供 了 一 种 良好 的 定义 方式 ,使 得 集合 中 元 素 的 构造 规律 明确 地 表现 出 来 ,这 
给 集合 性 质 的 归纳 证 明 提供 了 良好 的 基础 。 归 纳 证 明 与 归纳 定义 相对 应 ,也 由 3 步 组 成 : 

(1) 基础: 证 明 该 集合 中 的 最 基本 元 素 具 有 性 质 P。 

(2) 归纳 : 证 明 如 果 被 定义 集合 中 的 元 素 具有 性 质 已 , 则 用 某 种 运算 .函数 或 组 合 方法 
对 这 些 元 素 处 理 后 所 得 结果 也 有 性 质 已。 

(3) 由 归纳 法 原理 ,集合 中 的 所 有 元 素 具有 性 质 P。 

例 6.14: 用 归纳 法 证 明 , 对 于 任意 的 自然 数 n, 有 

(0 十 1 十 2 十 十 n)?7 二 03 十 二 十 2 十 下 十 开 
证 明 : 
(1) 基础 : 当 n= 二 0 时 ,0 二 0 ,命题 显然 成 立 。 
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(2) 归纳 : 假设 n=k 时 ,命题 成 立 , 即 有 
(0 十 1 十 2 十 … 十 &)? 一 0 十 1 十 2 十 … 十 入 


当 n==k 十 1 时 ,有 
C0 十 1 十 2 十 … 十 十 十 1)? 


(0 十 1 十 2 十 … 十 &)? 十 2(0 十 1 十 2 十 … 十 &)(k 十 1) 十 (k 十 1)? 
be oe (ge he ie a A i Rie dt 

0 十 1 十 2 十 … 十 如 十 (十 1)2(R 十 1) 

0 十 本 十 23 十 … 十 始 十 (十 1) 


所 以 ," 一 A 十 1 时 命题 成 立 。 
(3) 由 归纳 法 原理 知 ,结论 对 于 任意 的 自然 数 均 成 立 。 
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1. 有 限 集 

一 个 集合 A, 如 果 它 所 包含 的 元 素 个 数 是 有 限 个 ,比如 个 ,就 说 A 是 有 限 集 , 记 为 
|A|=n。 

本 节 所 涉及 的 集合 均 为 有 限 集 。 

2. 加 法 公式 

设 A1、A, 是 两 个 有 限 集 , 则 

|A1 UA:|= |Ai |+| A: |— |A1 NN A;| (6.1) 

显然 A 和 A, 中 公共 元 素 的 个 数 是 |Ai 门 A; | ,这 些 元 素 中 的 每 一 个 在 |A, | 十 1A:| 时 
被 计算 了 两 次 (一 次 在 A 中 ,一 次 在 A。 中 ) ,但 它 在 |A,UA:, | 中 是 作为 一 个 元 素 计算 的 。 
因此 ,在 |Ali| 十 |A;| 里 计算 两 次 的 那些 元 素 应 该 从 |Ai| 十 |A; | 中 减 去 |Ai 门 As | 来 调整 ， 
消除 重复 计算 的 部 分 ,这 样 就 得 到 了 式 (6. 1)。 

例如 , 某 班 有 40 位 同学 ,第 一 次 离散 数学 测验 有 22 个 同学 得 A, 第 二 次 离散 数学 测验 
有 19 个 同学 得 A, 有 8 个 同学 两 次 测验 都 得 A。 设 A 是 第 一 次 得 A 的 同学 的 集合 ,A, 是 
第 二 次 得 A 的 同学 的 集合 。 于 是 ,有 

[二 2 妆 放 三 三 :| 有 站 生 | 王 3 
根据 式 (6.1) ,有 
14 UA:|=22 十 19 一 8 一 33 

在 两 次 测验 中 ,至 少 有 一 次 测验 得 A 的 同学 数 为 33 位 ,而 两 次 测验 都 没有 得 A 的 同学 

数 为 
40 一 |4A U A:|=40 一 33 一 7 

即 有 7 位 同学 在 两 次 测验 中 没有 得 A。 

3. 一 般 加 法 公式 

推广 式 (6.1) 的 结果 ,可 以 得 到 一 般 加 法 公式 (多 退 少 补 公式 ) 。 
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定理 6.12: 设 集合 Ai ,A,,…,A, 是 个 有 限 集 。 则 
[AUAU™…UAl= > 14— 2 14:NA1+ 


1<i<n 1<i<j<n 
2) |AiN A;NA|++ 
l<i<j<h<n 
(一 1D 一 AnnaAnn…nnao| (6. 2) 


证 明 : 对 集合 的 个 数 用 归纳 法 来 证 明 。 
显然 , 当 n=2 时 ,由 式 (6. 1) ,结论 成 立 。 
假定 在 n 一 1 时 结论 成 立 。 
考察 在 nn 时 的 情况 。 按 式 (6. 1), 有 

[AUAU-…UA|= |(A1U A UU A)UA,| 

= |AiU A: UU A, |+| A,|— 
[Ai U A U ~… UU A) f A,| (6. 3) 

对 于 ”一 1 个 集合 Al ,As,…,A,_1, 由 归纳 假设 ,有 

l4U4aU…U4al= 2 14 2 14n4 |+ 


1<i<n-l 1Si<j<n-1 


> AiNA;NA++ 


1<i<j<h<n-l 


(—D™|IANA NNA,| (6.4) 
显然 ,有 
[AU A UU AD) NA,|=| A NA)U A;N A)UU Mf A) 
(6.5) 


由 归纳 假设 ,对 于 n 一 1 个 集合 A1 间 A,,A: 门 A,,…,A,-1 门 A,, 有 
| GAs MN -AYU CAs MMAR Us UY Ai NM AY | 


= 2) |ANAl— 2 1ANAjNA, I+ 


1<i<n <i<jSn-l 


2 IANANANA,|+.+ 


1<i<j<h<n-1 


—D™|AANA NNA,| (6. 6) 
将 式 (6.4)、 式 (6.5) 与 式 (6.6) 代 入 式 (6. 3) 后 ,整理 就 可 以 得 到 式 (6. 2)。 
4. 减法 公式 
设 A1、A, 是 两 个 有 限 集 , 则 
[A —A:|= |Ai |—|Ai NA:| (6.7) 


例 6.15: 在 1 和 300 之 间 , 试 求 : 
(1) 不 能 被 2.3、5、7 中 任意 一 个 整除 的 整数 的 个 数 。 
(2) 能 够 被 2.3 中 任意 一 个 整除 ,但 不 能 被 5、7 中 任意 一 个 整除 的 整数 的 个 数 。 
解 : 设 A; 表示 1 和 300 之 间 能 被 i 整除 的 整数 的 集合 , 即 
A;={zENI1z 志 300, 且 i 整除 xz}(i 二 2,3,5,7) 
(1) |A;|=150;|A;|=100, |As|=60,|A;|=42, |AsNAs|=50;|A:NAs|=30, 
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|4:nA;,|=21, |AsNAs| = 20, |AsNA;|=14, |AsNA;|= 8, |ANA;sNA; | = 10, 
|A:NAsNA;|=7,|ANAsNA;|=4,|1ANAsNA;|=2,|A:NA NA NA |=1.。 
于 是 ,有 
|A,U A; UA; UA;|=150 十 100 十 60 二 42 一 50 一 30 一 21 一 20 
14 一 8 十 10 十 7 十 4 十 2 一 1 
三 2 
因此 ,不 能 被 2.3、5、7 中 任意 一 个 整除 的 整数 的 个 数 为 
300 一 |A, U A;s U As U A;|= 300 一 231 = 69 
(2) AnaA:nasna;,=4A:na:nasUA;=A4A:nA 一 AUA, 。 
于 是 ， 
|A:N As NAsNA|I=|ANA—AUA| 
= |A: NN A;s|—| (A;: NN As) NN (As U A1) | 
| CAzs N25) MN CAs UW AID 1=| Ay MN As MN As) UY CAs MN As N27) 1 
|l4Anasnas|+l4naA: naA;| 一 
| 可， .i | 
一 10 十 7 一 1= 16 


入 此 ， 
|A:N As NA:sNA|= |A: NAs|—|1(A:NA)N As UA)|=50—16= 34 
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例 6.16: 已 知 集合 A={{ 名 } ,中 国 },B=={ 江 苏 , {南京 )}。 求 : 

Ci DA 

k2 

解 : 

(1) 24 二 {名 ,A,{{ 名 }},{ 中 国 }}。 

(2) BX24=={( 江 苏 , 名 ), (江苏 ,A), (江苏 ,{{ 名 }}) , (江苏 , {中国 })， 

({ 南 京 }, 名 ),({ 南 京 },A),({ 南 京 },{{ 名 )}),({ 南 京 }, {中 国 }))。 

例 6.17: XY、Z 是 3 个 任意 的 集合 ,证 明 (XUZ) 一 (YUZ)SX 一 Y。 

证 明 : 对 于 任意 的 xzE(CXUZ) 一 (YUZ),zEXUZ 且 zEYUZ. 从 而 有 >zEX 或 zxE 
2Z, 且 zEY 且 z 代 Z。 因 为 zxEZ, 与 x 系 Z 了 矛盾 ,所 以 zEX, 则 由 zEY 知 zxEX 一 Y。 

因此 ,(XUZ) 一 (YUZ)ISEX 一 Y。 

例 6.18: A.B 和 C 是 3 个 任意 的 集合 ,证 明 (A 一 B)U(A 一 C) 王 她 当 且 仅 当 ASCBmnC)。 

证 明 : (1) 必要 性 。 设 A 算 (BC), 则 3zEA 且 zEBmnC. 从 而 有 >zE 也 或 工人 C。 

车 zB, 则 根据 差 集 的 定义 ,由 xzEA,z&B 知 zEA 一 BSE(A 一 B)U(A 一 C0)=。 


113 


与 好 定义 矛盾 。 

若 z 代 C, 则 根据 差 集 的 定义 ,由 zEA,z&C 知 zEA 一 CE(A 一 B)U(CA 一 C)= 世 。 与 
名 定义 矛盾 。 

因此 ,AS(BNO)。 

(2) 充分 性 。 设 (A 一 B) U(A 一 C) 天 好 , 则 3 了 3zEA 一 B 或 zxEA 一 C。 

若 zEA 一 下, 则 由 差 集 的 定义 知 zxEA 日 -4B。 根 据 交集 的 定义 ,由 zfFB 知 zgBNMC。 
因为 AS(BNO), 所 以 由 xzEA 知 zEBNC。 与 zx&BmC 了 矛盾 。 

若 zEA 一 C, 则 由 差 集 的 定义 知 ,zEA 且 zfC。 根 据 交集 的 定义 ,由 zfC 知 zx&BNC。 
因为 ASECBmcC) ,所 以 由 zxEA 知 zEBmncC。 与 zx&BmC 了 矛盾 。 
因此 ,(A 一 B) U(A 一 C) 一 区。 
例 6. 19: 已 知 二 又 链表 的 定义 如 下 。 


typedef struct Bitnode{ 

char data; 

Bitnode * lchild, * rchild; 
JBitnode; 


用 递归 定义 构造 一 个 完备 的 递归 子 程序 ,计算 二 又 树叶 子 的 个 数 。 
解 : 


int countleaf (Bitnode * t){ 
if (stramp (typeid(t) .name( ), "Bitnode * ")==0) 
if(t==NULL) retum 0; 。 ”// 上 基础 条 款 
else{ 
int m= oountleaf (t- > 1dhild); 
int mn= countleaf (t- > rchild); 
if(mt m=0) retum 17 
else retum mt n; 
有 /归纳 条 款 
else exit (0); // 最 小 性 条 款 , 非 正常 退出 ,具体 问题 可 作 相 应 处 理 


习题 


6.1 判别 下 列 命题 的 真 假 ,并 简单 说 明理 由 。 
(1) GEL 
(2) ZED 
(3) GE{G 
(4) GE{D 

全 


} 
} 
(5) {a,b}ESt{a,b,c, la,b,c}} 


hl4 


离散 数学 


(6) {a,b}E {a,b,c, {a,b,c}} 
(7) {a,b}ESt{a,b,{{a,b}}} 

(8) {a,b}E€E{a,b,{{a,b}}} 

6.2 设 A={a,b,{a,b), 名 }, 求 出 下 列 各 式 。 

(1) A—{a,b} 

(2) A—8 

(3) A—{@)} 

(4) {{a,b}}—A 

(5) 好 一 A 

(6) {2}—A 

6.3 举 出 3 个 集合 A.B 和 C, 使 得 AEB,BEC 且 ACE&C。 

6.4 对 任意 集合 A、.B 和 C ,判断 下 列 论 断 是 否 正确 ,并 论证 你 的 答案 。 

(1) AEB,BSC, 则 AEC。 

(2) AEB,BSEC, 则 ASC。 

(3) ASB,BEC, 则 AEC。 

(4) ASEB,BEC, 则 ASC。 

6.5 设 S 表示 某 林场 所 有 的 树 的 集合 ,M,N,T,PSS, 且 M 是 珍贵 树 的 集合 ,NN 是 果 


树 的 集合 ,是 去 年 刚 栽 的 树 的 集合 ,P 是 果树 园 中 的 树 的 集合 。 试 写 出 下 列 各 句子 所 对 应 
的 集合 关系 式 。 


(1) 所 有 的 珍贵 树 都 是 去 年 栽 的 。 
(2) 所 有 的 去 年 栽 的 果树 都 在 果树 园 中 。 
(3) 果树 园 里 没有 珍贵 树 。 
(4) 没有 一 棵 珍贵 树 是 果树 。 
(5) 去 年 仅 栽 了 珍贵 树 和 果树 。 
6.6 假设 (AncSE(CBnc), (AncECBnc) ,求证 ASB。 
6.7 设 AB 和 C 是 任意 3 个 集合 ,证 明 
(1) (A—B)—C=A—(BUC) 
(2) (A—B)—C=A—C—B 
(3) (A—B)—C=(A—B)—(B—C) 
6.8 设 A.B 和 C 是 任意 3 个 集合 。 
(1) 设 ASB,CSD, 下 面 两 式 是 否 一 定 成 立 ? 
CA UE UD 
ChNCI EEN 
(2) 设 ACB,CCD, 下 面 两 式 是 否 一 定 成 立 ? 
逻 必 杖 二 级 山 到 7 
汉人 太志 全 而 动 
6.9 设 A.B 和 C 是 任意 3 个 集合 。 
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(1) 车 AUB=AUC, 一 定 有 B=C 吗 ? 

(2) 车 ANMNB=ANC, 一 定 有 B==C 吗 ? 

(3) 车 A@B 一 A@C, 一 定 有 B= 一 C 吗 ? 
论证 你 的 答案 。 

6.10 设 A.B 和 C 是 3 个 任意 的 集合 ,证 明 (A 一 B) 几 (A 一 0) 二 名 当 且 仅 当 AS(BUO)。 
6.11 设 A.B 和 C 是 3 个 任意 的 集合 ,证 明 (A 一 B) 名 (A 一 C0) 二 名 当 且 仅 当 A 站 B= 


6.12 对 于 任意 的 集合 A 和 B, 试 证 明 ANmB 二 G 当 且 仅 当 ASB。 
6.13 对 下 列 情况 ,说 明 P 和 Q 要 满足 什么 条 件 。 
(1) PNQ=P 
(2) PUQ=P 
(3) POQ=P 
(4) PNQ=PUQ 
6.14 设 A.B 是 两 个 集合 ,对 下 列 情况 ,说 明 A、B 应 满足 什么 条 件 。 
(1) A—B=B 
(2) A 一 B=B 一 A 
6.15 设 AB 和 C 是 3 个 集合 ,已 知 
改作 多 三 议和 6 
有 B= 有 Te 
那么 一 定 有 B=C 吗 ? 论述 你 的 理由 。 
6.16 求 下 列 集合 的 短 集 。 


(1) {a} 

(2) {{ 名 },{( 中 国 , 南 京 ))} 
(3) {1,12)} 

Ca NC Ta} 


6.17 设 A.B 是 两 个 任意 的 集合 ,证 明 2 U23C24U8, 并 给 出 2 U23 隆 24U3 的 反例 。 
6.18 设 A.B 是 两 个 任意 的 集合 ,证 明 ASB 当 且 仅 当 2 三 2 。 
6.19 设 A={ 名 },B 二 F(R(A)), 下 述 各 式 是 否 成 立 ? 

(1) ZEB 

(2) ZEB 

(3) {@}EB 

(4) {GZ}EB 

(5) {{@}}EB 

(OH) {GIESEB 

6.20 设 A={a,{a)},A={a,{5)} ,下 述 各 式 是 否 成 立 ? 

(1) {a} EAA) 

(2) {a} EAA) 
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{a}}€E AA) 
{a}}CSAA) 


a}ENAB) 
{a}}€E AB) 
{a}}EAB) 
6.21 设 A.B 和 S 为 任意 集合 ,判断 下 列 命题 的 真 假 。 
(1) 多 是 名 的 子 集 。 
(2) 如 果 SUA==SUB, 则 A=B。 
(3) 如 果 S 一 A= 名 , 则 S=A。 
(4) 如 果 5S 一 A=U, 则 SSA。 
(5) SOS=5。 
6.22 已 知 全 集 U={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12},A={1,3,5,7,10,12} ,B= {2， 
3,4,5,8,11}。 采 用 二 进 制 位 串 的 集合 表示 方法 计算 : 
(1) A 
(2) ANB 
(3) AUB 
(4) A—B 
5% ANB 
(6) ANBNA 
6.23 求证 : 3 个 连续 非 负 整 数 的 立方 和 能 被 9 整除 。 
6.24 求证 : 对 任意 非 负 整 数 ,(11)"* 十 (12)* 能 被 133 整除 。 
6.25 证明 


TT i | 

6.26 已 知 3={a,b,c) 是 一 个 字母 表 , 给 出 下 列 符号 串 的 递归 定义 。 

(1) 5 上 每 个 a 有 且 仅 有 一 个 2 紧 跟 其 后 的 所 有 符号 串 的 集合 。 

(2) 上 至 少 包含 一 个 a, 且 每 个 a 都 有 6 紧 跟 其 后 的 所 有 符号 串 的 集合 。 

6.27 从 1 到 300 的 整数 中 , 求 

(1) 同时 能 被 3.5 和 7 整除 的 数 有 多 少 个 ? 

(2) 不 能 被 3.5 和 7 中 的 任何 数 整除 的 数 有 多 少 个 ? 

(3) 能 够 被 3 和 5 整除 ,但 不 能 被 7 整除 的 数 有 多 少 个 ? 

(4) 能 够 被 3 整除 ,但 不 能 被 5 和 7 中 的 任何 数 整 除 的 数 有 多 少 个 ? 

(5) 只 能 被 3.5 和 7 中 的 一 个 数 整 除 的 数 有 多 少 个 ? 

6.28 有 75 个 学 生 去 书店 买 语文 .数学 .英语 课外 书 ,每 种 书 每 个 学 生 至 多 买 1 本 ,已 
知 有 20 个 学 生 每 人 买 3 本 书 ,55 个 学 生 每 人 至 少 买 2 本 书 ,每 本 书 的 价格 都 是 1 元 ,所 有 
的 学 生 总 共 花 费 140 元 。 


第 6 章 集 


(1) 恰好 买 2 本 书 的 有 多 少 个 学 生 ? 

(2) 至 少 买 2 本 书 的 学 生 共 花费 多 少 元 ? 
(3) 恰好 买 1 本 书 的 有 多 少 个 学 生 ? 

(4) 至 少 买 1 本 书 的 有 多 少 个 学 生 ? 

(5) 没 买书 的 有 多 少 个 学 生 ? 
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关系 是 一 种 特殊 的 集合 ,是 集合 论 中 继 集 合 概 念 之 后 又 一 个 重要 的 概念 。 关 系 的 概 
念 在 计算 机 科学 中 的 许多 方面 (如 数据 结构 、 数 据 库 技术 信息 检索 、 知 识 分 类 和 算法 分 
析 等 ) 均 有 广泛 的 应 用 。 本 章 主要 讨论 关系 的 定义 、 关 系 的 表示 、 关 系 的 性 质 及 关系 的 运 
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711 有 序 二 元 组 


首先 引入 有 序 二 元 组 的 概念 。 

定义 7.1: 设 a 和 4 是 两 个 元 素 ,把 a 作为 第 一 个 元 素 , 把 5b 作为 第 二 个 元 素 , 按 这 个 顺 
序 排列 的 一 个 二 元 组 称 为 有 序 二 元 组 ,简称 有 序 对 , 记 为 (a,6)。 

平面 直角 坐标 系 中 点 的 坐标 就 是 有 序 二 元 组 ,例如 (1. 一 1),(2,1),(1,2),( 一 1, 一 2),…， 
都 代表 坐标 系 中 不 同 的 点 。 

一 般 有 序 二 元 组 具有 以 下 特点 : 

(1) 当 a 关 5b 时 ,(a,6b) 关 (6b,a)。 

(2) 两 个 有 序 对 相等 , 即 (4a.5) 二 (zx,y) 当 且 仅 当 a==zx ,6 二 y。 
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下 面 引入 集合 的 一 个 新 运算 。 
定义 7.2: 设 A 和 B 是 两 个 集合 ,存在 一 个 集合 , 它 的 元 素 是 以 A 中 元 素 为 第 一 元 素 、 
B 中 元 素 为 第 二 元 素 构成 的 有 序 二 元 组 , 称 它 为 集合 A 和 B 的 第 卡 儿 积 集 , 记 为 AXB。 即 
AxB= {(a,b)|la€ A,be€eB} 
例如 ,A={ 张 彬 , 李 林 },B= {数据 结构 ,离散 数学 ,操作 系统 }, 则 
AX ={( 张 彬 ,数据 结构 ),( 张 彬 ,离散 数学 ) , ( 张 彬 ,操作 系统 ) ， 
( 李 林 ,数据 结构 ),( 李 林 ,离散 数学 ) ,( 李 林 , 操 作 系统 )} 
由 定义 不 难看 出 ,两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 集 有 以 下 性 质 。 
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性 质 1: 若 A 和 B 至 少 有 一 个 是 空 集 , 则 它们 的 笛 卡 儿 积 集 是 空 集 , 即 
AxXYZ=GXB=G 
性 质 2: 当 A 了 BB 且 A 和 B 均 不 是 空 集 时 ,有 
AxXBzBxA 
性 质 3: 当 A、B.C 均 不 是 空 集 时 ,有 
AR(BNRO FEARB NE 

例 7.1: A、.B.C 是 3 个 任意 的 集合 ,证 明 AX(BNC)=(AXB)N (AXOC)。 

证 明 : 对 于 任意 的 (zr,y)EAX(BNC), 由 笛 卡 儿 积 集 的 定义 知 ,xEA 且 yE€BNC, 由 
交集 的 定义 知 yE B 且 yEC。 根 据 笛 卡 儿 积 集 的 定义 ,由 zxzEA,yEB 知 (zx,y)EAXB, 由 
XEA,yEC 知 (tz,y)EAXC, 从 而 有 (xz,y)E(AXB)N(AXOC)。 
因此 ,Ax(CBncCcIS(CAxB)ImnCAxC)。 

对 于 任意 的 (z,y)E(AXxB) 站 CAxC), 有 (z,y)EAXB 且 (z,y)EAXxC。 由 笛 卡 儿 
积 集 的 定义 知 zEA,y€EB 且 yE€EC, 于 是 y€E BNC, 根 据 笛 卡 儿 积 集 的 定义 ,由 zxEA 且 
>yEBncC 知 (z,y)EAXx(CBncC)。 
因此 ,(AXB)N (AXC)EAX(BNOC)., 
综 上 ,AX(BNC)=(AxXB)N(AXC)。 
例 7.2: 设 A、B、C.D 为 任意 集合 ,判断 下 列 等 式 是 否 成 立 。 

A UBYXCUD = AXC) YU (BX DY 


解 : 不 成 立 。 
若 A=D= 凶 ,B=C={1)}, 则 
(aUBXCUD = {X= (MD, Ax UBXD= HUY=B 
于 是 ,(AUB)XCUD)A#(AXC)U (BXD). 
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下 面 把 有 序 二 元 组 和 两 个 集合 的 笛 卡 儿 积 集 的 概念 推广 到 n(n 三 3) 元 组 和 重 笛 卡 儿 
积 集 。 

定义 7.3: 一 个 有 序 n(n 宇 3) 元 组 是 一 个 有 序 二 元 组 ,其 中 第 一 个 元 素 是 一 个 有 序 n 一 1 
元 组 。 将 一 个 有 序 元 组 记 为 (a1 ,as,…,a,), 即 

(ai yaz， as) 一 ((alyazy dn) an) 

称 ai 为 该 有 序 n 元 组 的 第 i 个 元 素 (i 二 1,2,…,n)。 

例如 ,硬件 系统 中 .a 号 通道 的 5 号 控制 器 的 c 号 设备 可 表示 成 一 个 三 元 组 (ea,b,c); 计 
算 机 系统 的 时 钟 4 年 5 月 c 日 4 时 e 分 f 秒 可 表示 为 一 个 六 元 组 (a,b,c,d,e, 了 ); 等 等 。 

定义 7.4: 设 Al,A;,…,A, 是 n(n 三 3) 个 集合 ,存在 一 个 集合 , 它 的 元 素 是 由 A; 中 元 
素 为 第 i 个 元 素 的 有 序 元 组 所 构成 的 , 称 之 为 这 个 集合 的 笛 卡 儿 积 集 , 记 作 Ai X 
A;X…XA,, 即 

A XA XXA,= (A X A,X XA.1) XA, 
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= A 
当 Al==As= 二 … 二 A 二 A 时 ,将 AlXA:X…XA, 记 为 A", 即 
A"=AXAX.*…xXA=A™xA 
a 个 A 
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定义 7.5; 设 A、B 是 两 个 集合 ,R 是 A XB 的 任意 一 个 子 集 , 即 
REAXB 

则 称 尺 为 从 集合 A 到 集合 B 的 一 个 二 元 关系 。 

车 尺 = 名 , 称 尺 为 空 关系 。 

车 R= 二 AXB, 称 RR 为 全 关系 。 

当 A==B 时 , 称 二 元 关系 RCAXA 为 A 上 的 二 元 关系 。 

当 A= 忆 时 , 记 Aas={(Cz,z)|zEA}, 称 之 为 A 上 的 恒 等 关 系 。 

设 尺 是 从 A 到 B 的 一 个 二 元 关系 。 若 (zx,y) ER, 也 记 为 xzRy, 称 元 素 zx 与 y 具有 关系 
R; 若 (zx,y) FR, 称 元 素 xz 与 y 没有 关系 R。 

所 谓 从 A 到 B 的 一 个 二 元 关系 就 是 描述 了 集合 A 中 某 些 元 素 与 集合 B 中 某 些 元 素 的 

设 A={aisyas,…* as},B 二 {b1,b;，…,bn},A 到 B 的 二 元 关系 是 A XB 的 一 个 子 集 。 
根据 关系 的 定义 知 ,A 到 B 共有 2” 个 二 元 关系 。 

例 7.3: 设 A={a.b,c,d,e} 是 5 个 学 生 的 集合 ,B= {数据 结构 ,离散 数学 ,英语 ,操作 系 
统 ,程序 设计 ,计算 机 导论 } 是 6 门 课程 的 集合 , 笛 卡 儿 积 集 AXB 给 出 了 学 生 和 课程 之 间 的 
所 有 可 能 的 配对 。 

Ri 三 {(a, 数 据 结 构 ),(a ,离散 数学 ) .Ca ,英语 )} 表 示 学 生 a 选择 数据 结构 .离散 数学 和 
英语 课程 。 

R: 一 {(o ,数据 结构 ),(0, 数 据 结构 ),(c ,数据 结构 ),(d ,数据 结构 ),(e, 数 据 结构 )} 表 示 
学 生 ac\d、e 选 择 数据 结构 课程 。 

Rs 二 {(a, 数 据 结 构 ), (a ,离散 数学 ) ,(0, 英 语 ).(c ,数据 结构 ),(d ,英语 ), Ce, 操作 系 
统 ),(e, 数 据 结构 ) ,(e, 离 散 数学 ) ,(e, 英 语 )} 表 示 所 有 学 生 的 选课 关系 。 

Ri、R, 和 Rs 都 是 从 A 到 B 的 二 元 关系 ,可 以 描述 学 生 选 取 的 课程 ,也 可 以 表示 学 生 对 
某 些 课程 的 偏 受 和 所 有 学 生 的 选课 关系 。 
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一 个 二 元 关系 ,除了 用 列 出 有 序 二 元 组 的 方法 表示 之 外 ,也 可 以 用 表 的 形式 或 图 的 形式 
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已 知 学 生 的 集合 A 二 {a,b,c,d,e}) ,课程 的 集合 B 二 {数据 结构 ,离散 数学 ,英语 ,操作 系 
统 , 程 序 设 计 , 计 算 机 导论 } ,学 生 与 课程 的 选课 关系 可 以 表示 为 R= 二 {(a, 数 据 结 构 ), (a, 离 
散 数学 ) , (6, 英语 ),(c ,数据 结构 ), (4d, 英语) ,(d ,操作 系统 ),(e, 数 据 结 构 ),(e, 离 散 数学 )， 
(e, 程 序 设计 )), 它 是 从 A 到 B 的 一 个 二 元 关系 。 

上 述 二 元 关系 R 可 以 用 表 的 形式 表示 ,如 表 7. 1 所 示 。 其 中 表 的 行 对 应 A 中 的 元 素 ， 
表 的 列 对 应 B 中 的 元 素 , 表 中 的 符号 ”/ ”表示 行 的 元 素 与 列 的 元 素 的 对 应 关系 。 


表 7.1 二 元 关系 的 表 表示 


学 生 数据 结构 离散 数学 英语 操作 系统 程序 设计 “| 计算 机 导论 
a V V/ 
0 ~ 
c V/ 
d V ~ 
e V V ~ 


上 述 二 元 关系 尺 也 可 以 表示 为 图 的 形式 ,如 图 7. 1 所 示 , 图 中 左边 一 列 点 表示 A 中 的 
元 素 ,右边 一 列 点 表示 B 中 的 元 素 , 从 左边 的 一 个 点 到 右边 的 一 个 点 的 箭头 ,表示 A 中 的 元 
素 与 B 中 的 元 素 的 对 应 关系 。 

上 述 二 元 关系 RR 还 可 以 用 和 矩阵 表示 ,其 中 行 分 别 表示 学 生 a、b、c、d、e, 列 分 别 表示 课程 
数据 结构 、 离 散 数学 、 英 语 、 操 作 系 统 、 程 序 设 计 、 计 算 机 导论 。 二 元 关系 R 的 矩阵 表示 如 
图 7.2 所 示 。 


a 数据 结构 

b 离散 数学 

c 英语 

操作 系统 110000 
001000 

2 程序 设计 四 二 
001100 

“* 计算 机 导论 110010 
图 7.1 二 元 关系 的 图 形 表 示 图 7.2 二 元 关系 的 矩阵 表示 


一 般 地 , 设 A={ai,az,…,as),B 二 {1 ,bo,…,bm) ,一 个 二 元 关系 RSAXB 可 以 用 一 
个 nXm 的 矩阵 Ma 表示 : 
Me = (rs ) rm 
其 中 ,车 (a;,5)) ER, 则 ry==1; 若 (ai,5;) FR, 则 ry 二 0。 
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根据 二 元 关系 的 定义 ,A 上 的 二 元 关系 可 以 分 为 空 关系 一 对 一 关系 ,一 对 多 关系 、 多 对 
一 关系 和 多 对 多 关系 。 它 们 可 对 应 4 种 基本 数据 结构 。 

(1) 集合 结构 : 数据 元 素 之 间 的 关系 是 “属于 同一 个 集合 ”, 除 此 之 外 没有 任何 关系 。 

(2) 线性 结构 : 数据 元 素 之 间 存 在 着 一 对 一 的 线性 关系 。 

(3) 树 形 结构 : 数据 元 素 之 间 存 在 着 一 对 多 的 层次 关系 。 

(4) 图 状 结构 或 网 状 结构 : 数据 元 素 之 间 存 在 着 多 对 多 的 任意 关系 。 

上 述 4 类 基本 数据 结构 的 关系 图 如 图 7. 3 所 示 。 


Co 一 一 X 人 [后 


(a) 集合 结构 (b) 线性 结构 (0) 树 形 结构 (d) 图 状 结构 
图 7.3 4 种 基本 数据 结构 的 关系 图 
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1. 关系 的 交 、 并 、 差 和 对 称 差 
因为 二 元 关系 是 以 有 序 二 元 组 为 元 素 的 集合 ,所 以 两 个 关系 的 交 、 两 个 关系 的 并 、 两 个 
关系 的 差 以 及 两 个 关系 的 对 称 差 等 概念 可 由 集合 论 中 对 应 的 交 、 并 、 差 ,对称 差 等 概念 直接 
引出 。 具 体 地 说 , 令 Ri 和 R, 是 从 A 到 B 的 二 元 关系 ,那么 Ri 门 R RU Rs Ri 一 R， 和 
Ri1R, 也 是 从 A 到 B 的 二 元 关系 ,它们 分 别称 为 Ri 和 R, 的 交 、 并 、 差 和 对 称 差 。 
例 7.4: 已 知 A={1,2,3,4} ,集合 A 上 的 二 元 关系 为 Ri 二 {(1,1),(1,2),(2,3),(3， 
4)} ,R= (0, DD CD D2 3 3 32), RR NNR RUB .RR 有 ROR 
解 : RN R={(1,1),(2,3),(3,4)} 
RUB = 172) (23) (9) (4 (352)} 
Ri—R,={(1,2)} 
RIOR:={(1,2),(1,4),(3,2)} 
例 7.5: 已 知 学 生 的 集合 A=={a1 .as，…,a,) ,课程 的 集合 B 二 {01,562,…,b。)。 令 
Ri = {(z,y) | x € A,y € B, 学 生 z 正 在 学 课程 y} 
Rs 二 {(x,y) | x EA,y EB, 学 生 xz 喜 欢 课程 y} 


则 有 
Ri 站 R= {(z,y) | x € A,y € B, 学 生 z 正 在 学 课程 y 且 学 生 z 喜欢 课程 y} 
Ri U R: = {(z,y) | x € A,y EB, 学 生 z 正 在 学 课程 y 或 学 生 z 喜欢 课程 y} 
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Ri 一 R= 二 {(z,y) |zEAyEB, 学 生 工 正在 学 课程 y 但 学 生 z 不 喜欢 课程 y} 
Ri 加 R, ={(Czy)1zEA4AyeEB, 学 生 z 正 在 学 课程 > 但 学 生 z 不 喜欢 课程 y， 
或 学 生 工 喜欢 课程 y 但 学 生 z 没有 正在 学 课程 y} 
2. 二 元 关系 的 逆 运 算 与 复合 运算 
二 元 关系 除了 作为 集合 所 具有 的 交 、 并 、 差 对 称 差 等 运算 外 ,还 可 以 再 定义 一 些 新 的 
算 


[ey 


定义 7.6: 设 A 和 B 是 两 个 集合 ,R 是 从 A 到 B 的 一 个 二 元 关系 , 即 REAXB。 令 
RR= {ys7) | (zy) € R} 
则 REBXA 是 从 B 到 A 的 一 个 二 元 关系 , 称 为 RR 的 道 关系 。 
例 7.6: 已 知 A={1,2,3,4,5} ,R={(1,1),(1,2),(2,3),(3,4),(5,3),(5,4)}, 则 
R= DD (a (ay 
定义 7.7: 设 A、B.C 是 3 个 任意 集合 ,R 是 从 A 到 B 的 一 个 二 元 关系 ,R 是 从 B 到 C 
的 一 个 二 元 关系 。 令 
Ri。R 二 {(zx,z) € AXC| 存在 y€ B, 使 得 (zx,y) € Ri,(y,z) € R,} 
则 Ri*R:SAXC 是 一 个 从 A 到 C 的 二 元 关系 , 称 为 Ri 与 R, 的 复合 关系 。 
有 一 个 特例 , 当 A=B=C,Ri 二 Rs 时 ,Ri°*R; 记 为 Ri, 即 Ri 一 Ri Ri。 
例 7.7: 设 Ri 与 R, 是 自然 数 集 N 上 的 两 个 二 元 关系 。 
Ri= {(i9) | zs5€E N,By= x} 
R;={(z,y) | zsy EN,B y= z+1} 
求 RR ,Rs Ri°*Rs ,Rs°Ri\R?。 
解 : R={(y,z)|z,yEN, 且 y=z’)} 
R,={(y,z)|z,yEN,H y=z+1} 
Ri°Rs:={(z,y)|z,yEN, 有 y=z’ 二 1} 
R2°Ri={(zx,y)|z,yEN, 有 HB y= (z+1)’} 
Ri={(z,y)|z,yEN,B y=zxt} 
定理 7.1: 设 A.B.C.D 是 4 个 任意 集合 ,Ri 、R;、R 分 别 是 从 A 到 B. 从 B 到 C、 从 C 
到 DD 的 任意 二 元 关系 。 则 有 
(1) Ri As 一 AueR, 一 R， 
(2) R=R, 
(3) Ri°R, =R,°R, 
(4) (Ri°R,)°R;=Ri° (R,°R;,) 
证 明 : 仅 证 As*R 一 Ri 。 
(1) 对 于 任意 的 zy,' 若 (z,y)EAas*Ri, 则 由 复合 关系 的 定义 知 , 存 在 waE 了 ,使 得 (z， 
acEAa,(a,y)ER ,根据 恒 等 关系 的 定义 ,由 (z,a)EAna 知 一 ua, 所 以 (z,y) 一 (ayy)E 
Ri。 因 此 As*R1SRi。 
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另 一 方面 ,对 于 任意 的 zy, 若 (z,y)ER,, 则 根据 关系 的 定义 知 zxEA, 显 然 ,(z,z)E 
AaA。 根 据 复 合 关系 的 定义 ,由 (z,z)EAa,(Cz,y)ERi 知 (z,y)EAa。R。 因 此 ,Ri 三 
AR。 

综 上 ,Aa"R: 一 Ri 。 

(2) 对 于 任意 的 xz、y, 若 (zx,y) ER , 则 由 逆 关 系 的 定义 知 (y,zx) ER , 同 理 (z,y)ER,。 
因此 ,RSR。 

对 于 任意 的 z、y, 若 (z,y) ER , 则 由 道 关系 的 定义 知 (y,z) ER , 同 理 (z,y) ERR,。 因 
此 ,RSR,。 

综 上 ,总 ,二 R。 

(3) 对 于 任意 的 zy, 若 (z,y)E 尺 "及 , 则 由 逆 关 系 的 定义 知 (y,z)E Ri*R, ,进而 由 复 
合 关系 的 定义 知 ,存在 a€ B, 使 得 (y,a) ERi,(a,z)ER,, 于 是 (zx,a) ER,,(a,y) ER,, 从 
而 有 (x,y) ER,*R,。 因 此 ,RR,CSR,*R,. 

另 一 方面 ,对 于 任意 的 x、y, 若 (x,y) ER,。*R,, 则 由 复合 关系 的 定义 知 ,存在 a€ B, 使 
得 (rz,a) ER,,(a,y)ER, ,根据 逆 关 系 的 定义 知 ,(y,a) ERi,(a,z)ER,, 于 是 (y,x) ER 
Rs ,从 而 有 (x,y) ER Rs。 因 此 ,R,*R,SRi°R,。 

综 上 ,RR ==RR, RR。 

(4) 对 于 任意 的 x、y, 若 (zx,y) E (Ri°*R,)°。R;s, 则 存在 zx EC, 使 得 (zx,zx;)€ Ri°R;,， 
(xs,y) ER。 进 而 由 (zx,xs)ERi°R, 知 存在 x1 EB, 使 得 (x ,x1)E€Ri,(zi ,zx;)ER,。 根 据 
复合 关系 的 定义 ,由 (zi ,zs)ER;, (zr:,y)ER; 知 (ziyy)ER:。R:; 由 (zz)ER, (zyy)E 
Rs°R; 知 (x,y) ERi° (Ri°*R;)。 因此, (Ri°R;)°R; ER (Rs°R,)。 

同 理 可 证 ,Ri* (Rs*R;)S (Ri:R,)°R,。 

综 上 ,CR 。R:)。R: 一 Ri。(CR:R:) 。 

从 定理 7. 1 的 结论 (4) 可 以 看 出 二 元 关系 的 复合 运算 满足 结合 律 。 当 R 为 某 一 集合 A 
上 的 二 元 关系 时 , 记 R*R 二 R*。 由 于 关系 的 复合 满足 结合 律 ,可 以 定义 

Re 一 An 
R* 一 R。R。…。 尺 一 Re 。R 一 R。Ro 


个 R 
并 可 以 得 到 ,对 于 任意 自然 数 m,n, 有 
R"°R"= R"™ 
(RD = R™ 


例 7.8: 设 Ri Rs 和 Rs 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,证 明 , 若 RSR: , 则 Ri*R,SR,°R;。 
证 明 : 对 于 任意 的 x,yE A, 若 (z,y)€ Ri*Rs, 根 据 复合 关系 的 定义 知 习 zx, € A, 使 得 
CDER ,Cry)ER:。 因 为 RSR:, 所 以 (z,r)ER:。 再 根据 复合 关系 的 定义 ,由 
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(Wy) ER Cs7ER 得 (xy) ER,"R;。 
故 ,Ri°*R; 守 R,°*R;。 


73 7 元 关系 及 其 运算 


本 节 讨 论 两 个 以 上 集合 的 元 素 间 的 关系 ,这 种 关系 称 为 n 元 关系 。 该 关系 可 以 用 来 
表示 计算 机 的 关系 数据 库 , 这 种 表示 有 助 于 数据 库 中 相关 信息 的 处 理 和 查询 。 例 如 ,学 
生 信 息 管理 系统 中 ,数据 库存 储 学 生 姓名 、 学 号 、 学 院 名 称 、 专 业 和 课程 绩 点 (GPA) 等 相 

i 息 , 教 务 管理 人 员 可 以 根据 GPA 对 学 生成 绩 排序 或 查询 GPA 在 3.0 以 上 的 所 有 学 
生 信 息 等 。 


731 n 元 关系 


定义 7.8: 设 Al,A;,…,A, 是 n 个 集合 ,A X A: X…XA, 的 子 集 称 为 集合 A ,As ，…， 
A, 上 的 元 关系 。 其 中 ,Ai ,As ,…,A, 称 为 关系 的 域 ,n 称 为 关系 的 阶 。 

例 7.9; RR 是 NXNXN 上 的 三 元 关系 , 且 对 于 Vzx,y,zEN,(z,y,z)ER 当 且 仅 当 zx 二 
y 且 yx, 那么 就 有 (2,2,4)ER, 但 (5,6,4) FR。 

例 7.10: 关系 数据 库 R 由 记录 组 成 ,这 些 记录 是 由 域 构成 的 元 组 ,每 一 个 元 代表 一 


个 数据 项 ,每 一 个 n 元 组 代表 一 个 记录 。 表 7. 2 给 出 了 学 生 选 课 系 统 的 学 生 信息 表 。 
表 7.2 学 生 信息 表 

学 生 姓 名 学 号 学 院 名 称 专 业 GPA 

张 彬 1706841501 计算 机 学 院 软件 工程 3.1 

李 红 1707865502 经 管 学 院 经 济 学 法 泊 

朱 小 鹏 1706841620 计算 机 学 院 网 络 工程 3.5 

朱 瑛 1710680125 自动 化 学 院 电气 工程 3 

徐 姗 姗 1715480211 人 文学 院 人 力 资源 3.8 

赵 建 1606841520 计算 机 学 院 智能 技术 2.8 


由 表 7.2 可 知 ,5 元 组 ( 张 彬 ,1706841501, 计 算 机 学 院 , 软 件 工程 ,3. 1) ER, 而 5 元 组 
( 张 彬 ,1706841501 ,自动 化 学 院 , 软 件 工程 ,3. 1) ER 等。 


732 n 元 关系 的 运算 


1. 选择 运算 
可 以 通过 nn 元 关系 上 的 运算 构造 新 的 n 元 关系 。 这 些 运 算 可 以 完成 关系 数据 库 中 满足 
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定义 7.9: 设 R 是 一 个 n 元 关系 ,C 是 RR 中 元 素 可 能 满足 的 条 件 , 把 元 关系 R 限制 至 


R 中 满足 条 件 C 的 所 有 元 组 构成 的 n 元 关系 的 运算 称 为 选择 运算 , 记 为 Sc。 


例 7.11: 对 于 表 7.2 所 示 的 元 关系 ,Ci 是 条 件 “ 学 院 名 称 二 "计算 机 学 院 "”,Cs 是 条 
件 “GPA 宇 "3.0"”, 执 行 选择 运算 Sc 得 到 的 元 关系 如 表 7. 3 所 示 , 执 行 选择 运算 Sc, 得 到 


的 nn 元 关系 如 表 7.4 所 示 。 


表 7.3 执行 选择 运算 Sc, 后 的 学 生 信息 表 


学 生 姓 名 学 号 学 院 名 称 专 业 GPA 
张 彬 1706841501 计算 机 学 院 软件 工程 3.1 
朱 小 鹏 1706841620 计算 机 学 院 网 络 工程 和 后 
赵 建 1606841520 计算 机 学 院 智能 技术 2.8 

表 7.4 执行 选择 运算 sc, 后 的 学 生 信息 表 

学 生 姓 名 学 号 学 院 名 称 专 业 GPA 
张 彬 1706841501 计算 机 学 院 软件 工程 和 1 
朱 小 鹏 1706841620 计算 机 学 院 网 络 工程 355 
朱 瑛 1710680125 自动 化 学 院 电气 工程 3.3 
徐 姗 姗 1715480211 人 文学 院 人 力 资 源 3.8 
2. 投影 运算 


定义 7.10: 投影 Pi sii, (其 中 1 过 i 过 … 过 i 二 n,m 二 ) 是 将 元 组 (a ,as，…， 
ap "oa ) 的 运算 。 


映射 到 mm 元 组 (a; 


例 7.12: 表 7. 2 执行 投影 运算 Pi.:.s 后 的 结果 如 表 7. 5 所 示 。 


学 生 姓 名 学 号 


表 7.5 执行 投影 运算 Pi.,.s 后 的 学 生 信 息 表 


GPA 学 生 姓 名 学 号 GPA 
张 彬 1706841501 3.1 朱 瑛 1710680125 2 
李 红 1707865502 2.9 徐 姗 姗 1715480211 3.8 
朱 小 鹏 1706841620 次 及 赵 建 1606841520 2.8 


如 果 关 系 表 中 的 某 些 元 组 在 投影 的 m 
中 有 不 同 的 值 时 , 则 对 一 个 关系 表 使 用 投影 时 


个 列 中 每 个 分 量 的 值 都 相同 ,但 在 被 删除 的 列 
, 行 有 可 能 减少 ,如 例 7. 13 所 示 。 


例 7.13: 已 知 学 生 选 课 信息 表 如 表 7.6 所 示 ,执行 投影 运算 Pi.s 后 的 学 生 选 课 信 息 表 


如 表 7.7 所 示 。 


127 


第 7 章 关 系 
表 7.6 学 生 选 课 信 息 表 
学 生 姓 名 学 号 专 业 课程 名 称 
张 彬 1706841501 软件 工程 离散 数学 
张 彬 1706841501 软件 工程 数据 结构 
张 彬 1706841501 软件 工程 英语 
李 红 1707865502 经 济 学 管理 学 
朱 小 鹏 1706841620 网 络 工程 数据 结构 
朱 小 胶 1706841620 网 络 工程 离散 数学 
徐 姗 姗 1715480211 人 力 资源 人 力 资源 导论 
赵 建 1606841520 智能 技术 离散 数学 
表 7.7 执行 投影 运算 P,.; 后 的 学 生 选 课 信 息 表 
学 生 姓 名 专业 学 生 姓 名 专业 学 生 姓 名 专业 
张 彬 软件 工程 朱 小 鹏 网 络 工 程 赵 建 智能 技术 
李 红 经 济 学 徐 姗 姗 人 力 资源 
3. 连接 运算 


定义 7.11: 设 R 是 一 个 n 元 关系 ,S 是 一 个 m 元 关系 ,连接 运算 J,(R,S) 是 一 个 nn 十 m 
一 元 关系 ,其 中 p 三 n 和 pp 三 m。 它 包含 了 所 有 的 nn 十 m 一 p 元 组 (a as， yawoyclycz， 
Cp 3b15b2，* ,bm-p) ,其 中 ,nn 元 组 (ay yas yas-psc1sC29"*sCp)ER,m 元 组 (ci ,cs y'scs， 


bi ,bs ,bp) ES 


换 名 话说 ,连接 运算 符 J, 将 n 元 组 的 后 p 个 分 量 与 m 元 组 的 前 p 个 分 量 相 同 的 第 一 
个 关系 中 的 所 有 nn 元 组 和 第 二 个 关系 的 所 有 m 元 组 组 合 起 来 构成 了 一 个 新 的 关系 。 

例 7.14: 已 知 教学 课程 信息 表 如 表 7. 8 所 示 , 教 室 安排 信息 表 如 表 7. 9 所 示 。 采 用 连 
接 运 算 J, 构成 的 教学 安排 信息 表 如 表 7. 10 所 示 。 


表 7.8 教学 课程 信息 表 


表 7.9 教室 安排 信息 表 


教师 姓名 学 院 名 称 课程 号 学 院 名 称 | 课 程 号 | 教室 编号 | 节 次 
范 彬 彬 计算 机 学 院 06061201 自动 化 学 院 | 08091101 1-305 1-2 
范 彬 彬 计算 机 学 院 06061202 自动 化 学 院 | 09091105 工 -306 2-1 
李冰 自动 化 学 院 08091101 计算 机 学 院 | 06061201 N-C105 1-3 
江 永 元 经 管 学 院 07071102 计算 机 学 院 | 06061202 N-C208 4-1 
张 山 人 文学 院 09052201 经 管 学 院 07071102 开 -209 3-1 
朱平 理学 院 05021110 人 文学 院 09052201 H-301 4-4 
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表 7.10 教学 安排 信息 表 
教师 姓名 学 院 名 称 课程 号 教室 编号 节 次 
范 彬 彬 计算 机 学 院 06061201 N-C105 1-3 
范 彬 彬 计算 机 学 院 06061202 N-C208 4-1 
李冰 自动 化 学 院 08091101 1 -305 1-2 
江 永 元 经 管 学 院 07071102 开 -209 3-1 
张 山 人 文学 院 09052201 H-301 4-4 


74 二 元 关系 的 性 质 


本 节 所 述 关 系 是 集合 A 上 的 二 元 关系 。 


741 自 反 性 ` 反 自 反 性 、 对 称 性 .反对 称 性 、 传 递 性 和 反 传 递 性 


设 尺 是 集合 4A 上 的 一 个 二 元 关系 , 即 REAXA。 

定义 7.12: 对 于 任意 的 zxEA, 均 有 (z,z)ER, 则 称 关系 尺 有 自 反 性 ,或 称 尺 是 A 上 的 
自 反 关 系 。 

自 反 关系 用 谓词 演算 公式 可 表示 为 : 车 Yrz(rEA>(z,z)ER), 则 称 R 是 A 上 的 自 反 

例 7.15: 已 知 A={1,2,3,4,5), 关 系 R= 二 {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4), (5,5), (4 5)， 
(2,1),(3,5)} 具 有 有 自 反 性 ,关系 R= 二 {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(3,4),(4,5)}) 不 具有 自 反 性 。 

定义 7.13: 对 于 任意 的 z€EA, 均 有 (zx,z) 儿 R, 则 称 关系 尺 有 反 自 反 性 ,或 称 尺 是 A 上 
的 反 自 反 关系 。 

反 自 反 关 系 用 谓词 演算 公式 可 表示 为 : 若 VzCzEA-(z,z)ER), 则 称 尽 是 A 上 的 反 
自 反 关系 。 

例 7.16: 已 知 A={1,2,3,4,5} ,关系 Ri 一 {(1,2),(2,3),(4,5),(2,1),(3,5)} 具 有 反 
自 反 性 ,关系 R, = 二 {(1,2),(2,3),(4,4),(3,4),(4,5)}) 不 具有 反 自 反 性 。 

定义 7.14: 对 于 任意 的 z,yEA, 若 (z,y)ER, 就 有 (y,z)ER, 则 称 关系 R 有 对 称 性 ， 
或 称 尺 是 A 上 的 对 称 关 系 。 

对 称 关系 用 谓词 演算 公式 可 表示 为 : 若 VzVy(CzEAAyvEAA(Czy)ER) 一 (yz)E 
R), 则 称 尺 是 A 上 的 对 称 关系 。 
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例 TIT; 忆 知 A 一 (D549) 关系 他 = DC@ DDDy@ DC.3) 7 
(eesn(sss 让 A 有 对 称 性 y 关 过 R= 二 (L7GCan oor 
具有 对 称 性 。 

定义 7.15: 对 于 任意 的 zx,y€E A, 若 (zx,y)ER 且 (y,zx)ER, 就 有 xz 二 y, 则 称 关系 尺 有 
反对 称 性 ,或 称 尽 是 A 上 的 反对 称 关系 。 

反对 称 关系 用 谓词 演算 公式 可 表示 为 : 若 VzVy(CCzEAAyEAAN(Cz,y)ERACy,z)E 
R) 一 x 二 y), 则 称 尺 是 A 上 的 反对 称 关系 。 

抹 元 1G 已 向 和 = 人 1207385d5m 关 系 二 (CII DD DD Ds 
(4,3)} 具 有 反对 称 性 ,关系 R= 二 {(1,1),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,5),(4,5)} 不 具有 
反对 称 性 。 

定义 7.16: 对 于 任意 的 z,yEA, 若 (z,y)ER 且 (>y,=)ER, 就 有 (zz)ER, 则 称 关系 
R 有 传递 性 ,或 称 R 是 A 上 的 传递 关系 。 

传递 关系 用 谓词 演算 公式 可 表示 为 : 若 YzVyyYz(CCzEAAyEAAzEAA(Cz,y)E 
RA (y,z)ER) 习 (zx,z)ER), 则 称 R 是 A 上 的 传递 关系 。 

例 7.19: 已 知 A={1,2,3,4,5} ,关系 R= 二 {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3)， 
(1,3),(3,5),(1,5),(2,5)} 和 R= 二 {(2,1),(3,4)} 均 具有 传递 性 ,关系 Rs 二 {(1,1),(3， 
3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,5),(4,5)} 不 具有 传递 性 。 

定义 7.17: 对 于 任意 的 zx,y€EA, 若 (xz,y)ER 且 (y,z)ER, 就 有 (zx,z) 儿 R, 则 称 关系 
及 有 反 传 递 性 ,或 称 尺 是 A 上 的 反 传递 关系 。 

反 传 递 关 系 用 谓词 演算 公式 可 表示 为 : 若 VzYyVyz(CzEAAyEAAzEAANA(Czy)E 
RA(y,z)ER) 一 (xz,z) 多 R), 则 称 R 是 A 上 的 反 传递 关系 。 

例 7.20: 已 知 A={1,2,3,4,5) ,关系 R= 二 {(1,2),(2,1),(2,3),(3,5),(4,5)} 和 R= 二 
{(2,1),(1,4)} 均 具有 反 传 递 性 ,关系 Rs 二 {(1,1),(2,3),(3,5),(4,5)) 不 具有 反 传 递 性 。 

根据 关系 的 定义 知 : 

A 上 的 全 关系 AXA 具有 自 反 性 、 对 称 性 和 传递 性 。 

A 上 的 恒 等 关系 As 具有 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 。 

A 上 的 空 关系 多 具有 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 ,传递 性 和 反 传递 性 。 

例 7.21: 设 A={1,2,3,4}, 令 

Ri = 
= 
Rs = Wlds CL DC Da 

Ri 、R、R 具有 哪些 性 质 ? 

解 : Ri 具有 自 反 性 ,Rs 具有 反 自 反 性 、 反 对 称 性 和 反 传 递 性 ,R 具有 反对 称 性 。 

例 7.22: 判断 图 7. 4 中 表示 的 3 个 二 元 关系 的 性 质 。 

解 : Ca) 中 的 关系 是 对 称 的 、 传 递 的 ,(b) 中 的 关系 是 反 自 反 的 ` 反 对 称 的 和 传递 的 ,(Cc) 
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3 
3 3 
(a) 关系 一 (b) 关系 二 (ec) 关系 三 


图 7.4 3 个 二 元 关系 的 图 形 表 示 


中 的 关系 是 自 反 的 、 反 对称 的 ,传递 的 。 


742 二 元 关系 性 质 的 判定 定理 


下 面 给 出 集合 A 上 二 元 关系 的 每 一 个 性 质 的 判定 定理 。 

定理 7.2: R 是 集合 A 上 的 一 个 二 元 关系 , 则 

(1) R 有 自 反 性 当 且 仅 当 AASR。 

(2) 尺 有 反 自 反 性 当 且 仅 当 A 站 R= 儿 。 

(3) R 有 对 称 性 当 且 仅 当 R= 二 R。 

(4) R 有 反对 称 性 当 且 仅 当 RN 站 REA。 

(5) R 有 传递 性 当 且 仅 当 R。RER。 

(6) R 有 反 传 递 性 当 且 仅 当 (R*R) 首 R=。 

证 明 : 

(1)、(2) 比较 明显 ,证 明 略 。 

(3) 对 于 任意 的 rz,yEA, 若 (z,y)ER, 因 为 尺 有 对 称 性 。 所 以 (y,z)ER。 又 由 逆 关 
系 的 定义 知 (x,y) ER, 故 RER。 

对 于 任意 的 x,yEA, 若 (zx,y)ER, 则 由 逆 关 系 的 定义 知 (y,x)ER, 因 为 R 有 对 称 性 ， 
所 以 (xz,y)ER, 故 RER。 

综 上 ,RR=R。 

(4) 对 于 任意 的 z,yEA, 车 (z,y)ERNR. 则 有 (xz,y) ER 且 (zx,y)ER。 由 道 关 系 的 
定义 知 (y,z)ER。 因 为 尺 有 反对 称 性 ,所 以 由 (zy,y)ER.(Cy'z)ER 知 工 一 yy 从 而 有 
(zy) 一 (zz)EAa。 

故 ,并 站 RSEAaA。 

对 于 任意 的 z,yEA, 若 (z,y)ER 且 (y,z)ER, 由 逆 关 系 的 定义 知 (z,y)E 尺 ,由 交集 
的 定义 知 (zy)E 玉 站 R。 因 为 形 站 RSEAA ,所 以 (z,y)EAaA, 从 而 有 zz 一 y。 

故 ,R 具 有 反对 称 性 。 

(5) 对 于 任意 的 x,yE A, 若 (xz,y) ER°R, 则 由 复合 关系 的 定义 知 ,存在 <E A, 使 得 
(Zz,z)ER,(z,y)ER。 因 为 R 有 传递 性 ,所 以 (z,y)ER。 由 子 集 的 定义 知 Re:RER。 
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对 于 任意 的 x,y,xEA, 若 (+,y)ER 且 (y,x)ER, 由 复合 关系 的 定义 知 (z,zx)€ ReR。 
为 ReRSCR, 所 以 (zx,z)ER, 故 RR 具有 传递 性 。 

(6) 设 (R。R) 门 R 关 如 , 则 存在 (xz,y)E€ (R。R) 首 R, 由 交集 的 定义 知 (x,y)ER 且 
(xz,y) ER°R, 根 据 复 合 关系 的 定义 ,存在 xEA, 使 得 (z,z)ER,(z,y)ER。 因 为 尺 有 反 传 
递 性 ,所 以 (zx,y) 儿 R, 与 (rz,y)ER 蔬 盾 , 故 (Re:R) 首 R 一 。 

对 于 任意 的 z,yEA, 若 (z,y)ER 且 (y,z)ER, 则 (zz=)ER-R。 设 (z,z)ER, 则 由 交 
集 的 定义 知 (z,z)E CR。R) 站 R 天 区 ,与 已 知 矛盾 ,所 以 (zz)E&R。 

因此 ,R 有 反 传 递 性 。 

下 面 再 看 一 个 例子 。 

例 7.23: 设 R 和 R, 是 集合 A 上 两 个 二 元 关系 ,Ri 和 R; 均 具 有 传递 性 。 下 列 各 式 中 
哪些 仍 具 有 传递 性 ?车 有 ,证 明之 ;车 没有 , 举 反例 说 明之 。 

CI RURS 

(2) RiNR; 

(C9N Ri =R; 

解 : 

(1) Ri1UR; 没有 传递 性 。 例 如 ,Ri 二 {(1,2),(2,3),(1,3)} ,Rs 二 {(3,4)} 有 传递 性 ,而 
Ri1UR:={(1,2),(2,3),(1,3),(3,4)} 没 有 传递 性 。 

(2) Ri 站 R。 有 传递 性 。 对 于 任意 的 z,y,zEA, 若 (z,y)ERmR, 上 且 (y,=)ERmR:， 
则 (z,y)ER,(Cz,y)ER: 且 (y,z)€ Ri,(y,z)E€ Ri。 因 为 Ri、R 有 传递 性 ,所 以 由 
(zy)ER 和 (y,z)ER 知 (z,z)ERi; 由 (xz,y)ERs 和 (y,zx)ER, 知 (zx,z)ER,, 从 而 有 
(zx,z)ERi 站 R,。 故 Ri 门 R, 有 传递 性 。 

(3) Ri 一 R, 没有 传递 性 。 例 如 ,R= 二 {(1,2),(2,3),(1,3)},R, 二 {(1,3)} 有 传递 性 ,而 
Ri 一 Rs 二 {(1,2),(2,3)} 没 有 传递 性 。 

在 例 7. 23 中 ,车 将 传递 性 改 为 自 反 性 \ 反 自 反 性 、 对 称 性 和 反对 称 性 来 讨论 ,结论 怎样 
呢 ? 详 见 表 7. 11。 


表 7.11 关系 运算 的 相关 性 质 


前 提 和 结论 自 性 反 自 反 性 对 称 性 反对 称 性 | 传 


反 递 性 

Ri V/ ~ Vv JV V 
前 提 

R; Sh ~ ~ ~ ~ 

RUR， V/ ~ NA x 4 

Ri NNR; ~ ~ Nh V/ ~ 
结论 

Ri—R: x ~ ~V~ ~ x 

R1 OR: ~V NA X 区 


对 于 图 形 表示 或 矩阵 表示 的 二 元 关系 , 自 反 性 、 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对 称 性 和 传递 性 具 
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有 一 些 特点 , 详 见 表 7. 12。 根 据 这 些 特 点 ,不 难 判断 二 元 关系 的 性 质 。 
表 7.12 二 元 关系 性 质 的 特点 


表示 形式 | 自 反 性 | 反 自 反 性 | 对 称 性 反对 称 性 传 递 性 
定义 对 于 VzEA, | 对 于 VzEA, | 若 (z,y)ER, | 若 (z,y)ER 且 (y, | 若 (z,y)ER 且 (y， 
有 (z,z)ER 有 (zx,x) ER 则 (y,z) ER ZX)ER, 则 z=y z)ER, 则 (zx,z)ER 

如 果 两 个 顶点 如 果 顶 点 A 到 BB 有 

图 表示 。 | 每 个 顶点 有 环 | 多 不 下 点 没 间 有 边 ,一 定 | 各/ 负 玫 这 四 | 边 ,B 到 C 有 边 , 则 
是 双向 边 ” 从 A 到 C 有 边 

一 | 主 对 角 线 元 素 | 主 对 角 线 元 素 疝 果 方 二 且 记 
i 全 为 0 bc 因 册 ee 
75 二 元 关系 的 闭 包 运 算 


本 节 所 述 关 系 是 非 空 集 合 上 的 二 元 关系 。 


751 自 反 闭 包 、 对 称 闭 包 和 传递 闭 包 


设 A 是 一 个 非 空 集合 ,R 是 A 上 的 一 个 二 元 关系 ,假定 P 是 关系 的 某 一 性 质 。R 未 必 
具有 性 质 呈 ,可 以 在 R 中 添加 一 些 有 序 二 元 组 而 构成 新 的 具有 性 质 P 的 关系 R', 但 又 不 希 
望 R' 变 得 “过 大 ”, 最 好 具有 一 定 的 最 小 性 。 将 这 种 包含 了 关系 R 且 具有 性 质 P 的 最 小 集 
合 R' 称 为 R 的 具有 性 质 P 的 闭 包 。 关 于 性 质 P, 仅 限于 讨论 自 反 性 、 对 称 性 传递 性 。 

定义 7.18; A 是 一 个 非 空 集合 ,R 是 A 上 的 一 个 二 元 关系 。 若 一 个 关系 RSEAXA 


满足 


(1) R' 是 自 反 (对 称 \ 传 递 ) 的 。 

(2) RER’, 

(3) 对 任意 关系 R, 若 RCSR 且 R" 具 有 自 反 (对 称 、 传 递 ) 性 , 则 R'ER , 称 R' 为 R 的 自 
反 ( 对 称 \ 传 递 ) 闭 包 , 用 rr(R)(s(R) WL(R)) 表 示 R 的 自 反 闭 包 ( 对 称 闭 包 、 传 递 闭 包 )。 

例 7.24: 设 A=t{a,b,c,d},R={(a,a),(65,6),(5,c) ,Cc,d)}, 则 
r(R) = {(asya), (6b,b) ,eye), (dsd), (bc) (c,d)} 
s(R) = {Casa) ,CBsb)s Bye) sesd) sesb)s (dye))} 
1(R) 一 {(aya), (60) ,b,c) ,Cc,d), (bd))} 


752 闭 包 的 判定 定理 


下 面 给 出 r(R) 的 结构 定理 。 
定理 7.3: 设 R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 , 则 r(R) 二 RU Aa。 
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证 明 : 用 RUA 满足 自 反 闭 包 的 定义 来 证 明 。 记 R' 二 RU A, 显然 RER'。 

对 于 任意 的 xz, 车 zEA, 则 (zx,z)EA4, 从 而 有 (xz,z)ERUAs。 故 R' 有 自 反 性 。 

设 R 是 任意 一 个 包含 关系 R 上 且 具 有 自 反 性 的 二 元 关系 。 对 于 任意 的 zx,yEA, 若 (z， 
y)ER' 二 RUAs, 则 (xz,y)ER 或 者 (x,y)EAa。 

车 (zx,y)ER, 因 为 RER ,所 以 (z,y)ER ;车 (x,y)EA4, 则 z=y€EA, 因 为 书 有 自 反 
性 ,所 以 (z,y) 一 (zz)ER。 

绿 于 ,本 三 歼 。 

因此 ,由 自 反 闭 包 定 义 知 ,R' 为 自 反 闭 包 , 故 7(R) 二 RU Aa。 

下 面 给 出 s(R) 的 结构 定理 。 

定理 7.4: 设 s(R) 是 集合 A 上 的 二 元 关系 , 则 s(R) 一 RUR。 

证 明 : 先 证 RURSs(R)。 

对 于 任意 的 zx,yEA, 若 (z,y)ERUR., 则 (xz,y)ER 或 (x,y)ER。 

车 (x,y)ER, 因 为 RSEs(R), 所 以 (x,y)E€s(R)。 

若 (z,y)ER, 则 (y,z)ER, 因 为 RSEs(R), 所 以 (y,z)Es(R), 又 因为 s(R) 有 对 称 性 ， 
所 以 (xz,y) Es(R)。 
因此 ,RURSsCGR) 。 
再 证 *CR)SRU 玉 ,不 直接 从 元 素 着 手 , 可 由 定义 7. 18 的 第 (3) 条 性 质 而 得 。 因 为 RS 


RURR, 且 RU 及 =RU 太 ,所 以 RURR 是 包含 了 R 且 具 有 对 称 性 的 二 元 关系 ,因此 ,根据 对 称 
闭 包 的 定义 知 ,s(R)CRUR。 

综 上 ,s(R)= 二 RUR。 

下 面 给 出 :(R) 的 结构 定理 。 

定理 7.5: 设 尺 是 集合 A 上 的 一 个 二 元 关系 , 则 


1(R) = U R’ 
i=1 


证 明 : 先 证 【 R' 4(R)。 只 需 对 RR 的 宪 指 数 n 用 归纳 法 求证 R"EL(R)。 

当 n==1 时 ,由 4(R) 定 义 知 ,RSEL(R)。 

归纳 假设 : R*"CL(R),n 宇 1。 

下 面 证 明 R*+1CL(R)。 对 于 任意 的 (zx,y) € R"+1 一 R*。R, 存 在 ziER, 使 得 (z,zi)E 
R",(zx1,y)ER。 由 归纳 假设 知 (z,z1)E1(R) 且 (zi,y)E1(R)。 因 为 1:(R) 有 传递 性 ,所 以 
(Zz,y) Et(R), 由 子 集 的 定义 知 RT'Ci(R)。 因 此 ,对 于 任意 的 不 小 于 1 的 自然 数 ”都 有 
R"Ci(R)。 从 而 有 


R=RUR UR U.SaR) 


IC 


再 证 1R) 一 J R'。 考察 R 的 传递 性 。 
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对 于 任意 的 z,y,zEA, 若 (z,yE 【Ri 且 (y,z)E€ JR, 则 存在 3s,zEN 一 {0) ,使 
证 1 Eee 
得 (x,y)ER',(y,z)ER', 于 是 (x,z)ER'eR 二 R"', 故 (z,z)ERUR UR U…UR"U-.…= 


UR 因此 ， UR 是 传递 的 。 


又 因为 RS U R', 由 传递 闭 包 LR) 的 定义 知 , :CR) 二 出 RS 


综 上 所 述 ,得 1:(R) = Uj 天 中 

由 定理 7.5 给 出 的 上 CR) 的 结构 可 知 ,实际 上 还 无 法 计算 x(R)。 关 A 是 一 个 有 限 集 , 且 
14|==n, 则 可 以 得 到 一 个 更 好 的 结果 。 

定理 7.6: 设 R 是 集合 A 上 的 一 个 二 元 关系 ,1A|=n, 则 


i(R) = U R’ 
i=1 


证 明 : 只 需 证 明 对 任意 的 AEN, Re EL R'。 
i=l 
当 k 二 0 时 ,结论 显然 成 立 。 
归纳 假设 : R"™ U RR U R',% ,RC 思 及 。 现 求证 R…” 握 U Ri 
dm em ml i=l 

对 任意 的 zx,yEA, 若 (zx,y) ER"+tt1 二 ReR"+t, 则 存在 ziEA, 使 得 (zzi)ER,Czi， 
y) ER"™t, 

由 (zy,y)ER"+*, 则 存在 zs EA, 使 得 (zi ,zx2)ER, (zs,y)ER"t*1。 

由 (zx,y) ER"t*!1, 则 存在 zsEA, 使 得 (zs ,zs)ER,(Czsy)ERe+t 2 。 

依 此 类 推 , 存 在 一 个 A 中 元 素 的 序列 zl ,zz,…,zerfeEA, 使 得 (zzi),(zz)， (zz， 
Ts) (Zohoy)ER。 

考察 TT okEA, 由 于 和 中 仅 有 n 个 不 同 元 素 ,根据 抽 屋 原理 知 : TXT 9, 
z+4 中 要 么 存在 两 个 正 整 数 i\j 且 ji 使 得 z; 二 zx ;要么 存在 一 个 正 整 数 i, 使 得 zx 二 zx;。 

若 前 一 种 情况 成 立 , 则 有 zy,ziyzz，…,ziyzH+H……zttyyEA, 使 得 (z,z),Czyzz)， 
(za ,zs)，… (Ziyz+l) "(zntksy)ER。 由 复合 关系 的 定义 知 (zx,y) ER" i+ 和 1。 显 然 


4 十 k 一 j 十 ;十 1<n 十 ,进而 由 归纳 假定 知 (zx,y) € 【Ri 成 立 。 
i=]1 


车 后 一 种 情况 成 立 , 则 有 zyzifiyzizi…yzettyyEA, 且 (zyziHi)y (zipis zita) ss 
(znt4，y) ER, 于 是 由 复合 关系 的 定义 知 (zx,y) ER"t*i。 


显然 十 k 一 i<n 十 k, 进 而 由 归纳 假定 知 (z,y) € 【J R' 成 立 。 


nl 
i=1 
例 7.25: 设 A={1,2,3,4),R={(1,2),(2,3),(3,4)), 求 CR).s(R) CR)。 


135 


第 7 章 关 系 
解 : 
r(R) = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(1,2),(2,3),(3,4)} 
s(R) = {(1,2),(2,3),(3,4),(2,1),(3,2),(4,3)} 
为 求 :(R), 先 求 R* 、R’、R'。 
R’ = {(1,3),(2,4)} 
R’ = {(1,4)} 
R 一 他 


则 
RY = (C120 (2033) (0 DL C1534)} 

例 7.26: 回答 下 列 问 题 。 

(1) 车 尺 是 自 反 的 ,s(R) 和 4(R) 是 否 为 自 反 的 ? 

(2) 车 尺 是 对 称 的 ,r(R) 和 4(R) 是 否 为 对 称 的 ? 

(3) 车 尺 是 传递 的 ,r(R) 和 s(R) 是 否 为 传递 的 ? 

解 : 

(1) 车 尺 是 自 反 的 , 则 As4 SR, 于 是 A4 守 RSEs(R),As SRSi(R)。 因 此 ,s(R) 和 4(R) 
也 是 自 反 的 。 

(2) 车 RR 是 对 称 的 , 则 玉 =R。 因 为 r(R)=RUAa, 所 以 r(R)=RUAs = 二 RUA4=RU 
A4 二 r(R)。 故 7r(R) 仍 然 是 对 称 的 。 


因为 R 有 对 称 性 , 则 容易 说 明 Ri 也 有 对 称 性 , 故 CR) = RU R: U Rs U … 一 U Ri 也 


有 对 称 性 。 

(3) 若 尺 是 传递 的 , 则 根据 传递 性 判定 定理 知 ,有 R? 二 Re*RCSR。 于 是 

RCR saFRD = RUAD RUA =REURUA RUA = (RYG rR) 
故 xr(R) 也 是 传递 的 。 

然而 ,s(R) 未 必 是 传递 的 ,下 面 是 一 个 反例 。 

设 A={a,6} ,R=={(a,0)), 因 为 Re*R 二 CSR, 所 以 R 具 有 传递 性 。s(R)=={(a,5)， 
(45,a)) ,显然 不 具有 传递 性 。 

例 7.27: 已 知 R 为 A 上 的 对 称 关系 ,证 明 

(1) 对 于 任意 的 iEN,R’ 为 A 上 的 对 称 关系 。 

(2) LR) 也 为 A 上 的 对 称 关系 。 

证 明 : 

(1) 当 n=0 时 ,R" 二 A4 为 对 称 关系 ,所 以 命题 成 立 。 

假设 =k 时 命题 成 立 , 即 R* 有 对 称 性 。 

当 n=k 十 1 时 ,对 于 任意 的 x,y€EA, 若 (x,y) ER"1 二 RieR, 则 x EA, 使 得 (zx,zx1)€E 
R*,(zi,y)ER。 根 据 归纳 假设 知 (y,zx1)ER,(zi,zx)ER*, 于 是 (y,x)ER*R* 二 RT!。 

因此 ,Re 有 对 称 性 。 

由 数学 归纳 法 知 ,Ri 为 A 上 的 对 称 关 系 。 
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(2) 对 于 任意 的 Xx,yEA, 车 (x,y) EL1(R) 一 RUR?UR?U-…, 则 3iE€N 一 10}, 使 得 
(zx,y)ERi。 由 (1) 知 (y,zx)ERi, 从 而 有 (y,x)ERUR? UR U…RiU… 一 1:(R)。 故 1(R) 
为 A 上 的 对 称 关系 。 

例 7.28: 已 知 R 和 S 为 A 上 的 二 元 关系 , 若 RSES, 则 :CR)SzCS)。 

证 明 : 因为 1(S) 为 S 的 传递 闭 包 ,所 以 SESEr(S)。 又 因为 RES, 所 以 REi(S) 且 1(S) 
有 传递 性 。 因 为 :(R) 是 R 的 传递 闭 包 , 根 据 闭 包 定 义 中 的 传递 闭 包 是 最 小 的 传递 关系 知 ， 
t(R)ELCS) 。 

例 7.29: 设 RSEAXA, 证 明 

(1) rs(R) 一 sr(R) 。 

(2) ri(R)=1r(R). 

(3) sL(R)S4s(R) ,并 给 出 st(R) 关 1s(R) 的 例子 。 

其 中 xs(R)==r(s(R)) ,表示 R 的 对 称 闭 包 的 自 反 闭 包 ,sr(R) ri(R) wr(R)、st(R) Ws(R) 的 


含义 以 此 类 推 。 

证 明 : 

(1) sr(R)=s(r(R))=s(RUAA)=(RUA)U RUA) 
一 (RUAA)U(CGRUAA) 
一 RURUAA 
=s(R)UAs 
=r(s(R)) 
=rs(R) 


(2) ir(R) 王 上 (RUAA) 一 U (RUAa)’ 


=(RUAA)U (RUA) U RUAs) U… 

= 一 (RUAA)UGCR2:URUAA)UCGRUR2:URUAA)U… 
一 (RUR2:URsU…)UAA 

= 一 上 CR)UAA 

一 r(L(R)) 

=rt(R) 

(3) 因为 ;CR) 汪 R ,显然 有 :CCR)) 二 :CR) 。 

又 因为 ;CR) 有 对 称 性 ,由 例 7.26 知 ,i(s(R)) 二 is(R) 也 有 对 称 性 ,所 以 ws(R) 是 包含 了 
1(R) 且 具有 对 称 性 的 二 元 关系 。 再 由 st (R) 二 s(4(R)) 是 1(R) 的 对 称 闭 包 知 ,st (R) 丑 
ts(R), 

一 般 地 ,st(R) 二 ts(R) 未 必 成 立 。 

例如 , 设 A={a,b},R={(a,b)}。 

1(R) = {(a,D)} ,st(R) = {a,b), (6b,a)} 
s(R) = {(a,b) ,ba)} ,ts (R) = {a,b), (boa), (asa), (bb)} 
显然 ,st(R)Cis(R), 但 st(R) 关 1s(R)。 
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761 等 价 关 系 和 等 价 类 


定义 7.19: A 是 一 个 非 空 集合 ,R 是 A 上 的 一 个 二 元 关系 , 若 尺 满足 自 反 性 、 对 称 性 、 
传递 性 , 则 称 尺 是 A 上 的 等 价 关系 。 

定义 7.20: 若 尽 是 A 上 的 等 价 关 系 ,a 是 A 中 任意 一 个 元 素 , 称 集合 {zEAl|(Czya)E 
R}) 或 {rEAl(a,z)ER}) 为 集合 A 关于 关系 尺 的 一 个 等 价 类 , 记 为 Le]a , 即 

[alg=(zEAlCzaER=(zEAlCarzER) 

其 中 a 叫 代表 元 。 

下 面 看 几 个 例子 。 

例 7.30: 设 A={a,b,c,d,e},R={(a,a),(b,0) (cyc), (dd) ,Ceye), (a,b),(b,a), 
(cod),(d,c)), 显 然 尺 是 A 上 的 一 个 等 价 关 系 。 


[aJr = {a,b} 
[6b]Jr = {a,b} 
[cjs = {c,d} 
[djJr = {c,d} 
[ejrk = {e} 


从 例 7. 30 中 可 以 看 出 [ajr 二 [5Jr,[ejJr 二 [djr, 说 明 同 一 个 等 价 类 可 以 选取 不 同 的 代 
例 7.31: Z 是 整数 集 ,在 Z 上 定义 一 个 二 元 关系 尺 : 对 于 任意 的 z,yEZ,(z,y)ER 当 
且 仅 当 z 与 y 被 6 除 的 余数 相同 。 下 面 证明 尺 是 ZZ 上 的 等 价 关 系 。 
显然 z 与 y 被 6 除 同 余 的 充 要 条 件 是 6|x 一 y。 这 里 ,对 于 两 个 整数 a、b, 符 号 alb 表示 
a 整除 5。 
对 于 任意 的 XEZ, 显 然 ,61x 一 z+, 即 (zx,x)ER, 所 以 ,R 有 自 反 性 。 
对 于 任意 的 z,yEZ, 若 (z,y)ER, 即 6|z 一 >%' 则 显然 有 6|>y 一 z, 即 (y,z)ER, 所 以 ,R 
有 对 称 性 。 
对 于 任意 的 zx,y,zEZ, 若 (xz,y)ER, 有 昨 (y,z)ER. 即 6|zx 一 y 且 6|y 一 z, 则 6|zx 一 y 十 
y 一 z, 即 6|z 一 z, 也 即 (z,z)ER。 所 以 ,R 有 传递 性 。 
综 上 ,R 是 ZZ 上 的 等 价 关 系 。 
下 面 考察 各 元 素 的 等 价 类 。 
[oOJjk = {xz €2Z| In€ 2Z,zr= 6n} 
[lj = {xz€2Z| 3n€Z,zr= 6n+1} 
[2lk={z€Z| Ine€ Zr= 6n+2} 
[3Ja = {zx € Z| 3n€ Zzr= 6nt3} 


has 
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[4lx= {z€ Z| 3zEZz 一 62 十 4} 
[5] = {zx € Z| 3n€ 2Z,zr= 6nt5} 

显然 ,{LO]R,[l]a,[2]jR,[3]R,[4]e,[5]R} 是 尺 的 所 有 等 价 类 的 集合 。 


762 商 集合 


下 面 引入 商 集合 的 概念 。 
定义 7.21: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,R 是 A 上 的 一 个 等 价 关系 , 称 集合 {[Lz]s|zEA) 为 
集合 A 的 商 集 合 , 记 为 A/R。 即 
A/R= {[zJ |xz € A} 
在 例 7. 31 中 ,由 定义 知 ,Z/R 一 {LO]jR,[L1]R,[2]R,[L3]R,[4]R,L5]R}。 
定理 7.7: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,R 是 A 上 的 一 个 等 价 关 系 , 则 有 


(区 一 


ZEA 
(2) 对 于 任意 的 z,yEA, 若 [zxjr 站 [yjJre 关 名 , 则 [xz]k= 二 [yjr。 
证 明 : 
(1) 显然 ,对 于 任意 的 zxEA, 由 等 价 类 的 定义 知 [zjJsSA, 所 以 【j [xj] A。 
IEA 


对 于 任意 的 xEA, 则 由 等 价 类 的 定义 知 ,zE[z]a, 即 ze [zja, 所 以 ASU [zje。 
TEA ZEA 
综 上 ,有 A = LUj [z]x。 


zEA 

(2) 对 于 任意 的 zz,y€EA, 若 Lzjr 门 Lyjr 隆 如, 则 存在 a€E Lzjr 门 LyjJr ,从 而 有 aE€[zxjk 
且 aE[y]ns 

由 a€E[zjr 得 (rz,a)ER, 由 a€E[yjr 得 (y,a)€ER。 根据 R 的 对 称 性 ,由 (y,a)ER 知 
(a,y)ER。 再 根据 R 的 传递 性 ,由 (xz,a)ER,(a,y)ER 得 (zx,y)ER。 

对 于 任意 的 xE [zj]R, 即 (=*,z)ER, 根 据 尺 的 传递 性 ,由 (=,z)ER,(Cz,y)ER 得 
Cz,y)ER。 故 =E[y]s, 于 是 Lz]jsS[y]n。 

同 理 可 以 证 明 [Ly]ksS[Lz]n。 

所 以 ,[z]R 一 [Ly]R。 
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定义 7.22: 设 A 是 一 个 非 空 集合 , 称 子 集 族 x 二 {A。la€ B,B 隆 A.SA}( 其 中 B 为 下 
标 集 ) 为 A 的 一 个 划分 。 若 
Ku A = A 


a€EB 


(2) 对 于 任意 的 a,BEB, 车 A。 门 Ap 了 如, 则 A。==Ap。 
例 7.32: 设 尺 是 集合 A 上 的 一 个 等 价 关 系 ,{Ai,As，…,A,} 是 A 的 子 集 的 集合 ,对 于 
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Vi,jE{1,2,…,n}, 当 i 关 j 时 ,A;: 生 A;。 对 于 任意 a,5E A,(a,5b)ER 当 且 仅 当 3iE {1， 
2,…,n) ,使 得 (a,5) EA;。 证 明 {Ai ,As，,…,A,} 是 A 的 一 个 划分 。 

证 明 : 

(1) 对 于 Vi€E {1,2,…,n} ,Ai; 关 名。 否则 ,3jE{1,2,…,n}),j 关 i, 有 Ai; 二 BSAj, 与 
已 知 矛 盾 。 

(2) 因为 {Ai,A:，…,A,} 是 A 的 子 集 的 集合 ,所 以 ViE {1,2,…,2) ,ASA。 

(3) 因为 {A, ,A: ,…,A,} 是 A 的 子 集 的 集合 ,所 以 ViEB=(1,2,…,2) ,ASA, 根 据 
并 集 的 定义 知 


[WB | 
a€EB 


对 于 任意 的 zxEA, 则 由 等 价 类 的 定义 知 zE[z]s, 即 zeLj[z]as, 所 以 AS LU [z]n。 
xzEA zxEA 


综 上 ,有 A = [z]。 

(4) 对 于 任意 的 a,BE {1,2,…,n}), 若 A。 门 Ap 隆 名, 则 zxEA。 且 xzEAp。 设 a 关 B, 由 
已 知 条 件 知 A. 守 As 且 Ap 生 A。。 根 据 子 集 的 定义 知 : 3aEA., 但 a 人 Ap; 了 2EAs, 但 0& 
A。。 根 据 R 的 定义 ,由 xz,a€EA。 知 (rz,a)ER; 由 OrzEAp 知 (0,z)ER。 因 为 尺 有 传递 性 ， 
所 以 由 (5,z)ER,(z,a)ER 得 (5,a)€ER, 再 由 RR 定义 知 a.bE A,, 与 644A。 矛盾 。 因 此 ， 
a 二 B, 从 而 有 A。 二 Ap。 

综 上 ,{Ai,As，,…,A,} 是 A 的 一 个 划分 。 

由 划分 的 定义 知 , 商 集合 A/R 是 集合 A 上 的 一 个 划分 。 若 给 定 集合 A 上 的 一 个 划分 
Xx, 可 以 在 A 上 定义 一 个 二 元 关系 RR, 使 得 RR 成 为 A 上 的 一 个 等 价 关系 , 且 有 A/R=x。 下 
面 完 成 这 件 事 。 

定理 7.8: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,x 是 A 上 的 一 个 划分 ,x 二 {A。laEB,B 隆 A。SA}( 其 
中 B 为 下 标 集 )。 在 A 上 定义 一 个 二 元 关系 RR: 对 于 任意 的 z,yEA,(Cz,y)ER 当 且 仅 当 
存在 a€ B, 使 得 zx,y€E A。, 则 R 是 A 上 一 个 等 价 关系 ,并 且 

A/R=x*= {A.|la€ BLA EA} 

证 明 : 先 证 R 是 A 上 的 等 价 关 系 。 

(1) 自 反 性 。 对 于 任意 的 zxEA, 由 | A。 = A, 存在 <EB, 使 得 zEA。, 所 以 有 zzE 

a€EB 


A。 :由 尺 的 定义 知 (z,z)ER。 

(2) 对 称 性 。 对 于 任意 的 z,yEA, 若 (z,y)ER, 则 存在 wEB, 使 得 z,yEA。, 即 有 >， 
ZEA。, 所 以 由 尺 的 定义 知 (y,z)ER。 

(3) 传递 性 。 对 于 任意 的 z+,y,zEA, 若 (zx,y)ER, 且 (y,z)ER, 则 存在 a,B8E B, 使 得 
zx,yEA。 且 y,zEAp, 于 是 yEA, 门 Ap 隆 名。 因为 x 是 A 上 的 一 个 划分 ,所 以 A。=As, 从 而 
有 zzEA。。 由 尺 的 定义 知 (z,z)ER。 

综 上 ,R 是 A 上 的 等 价 关系 。 

下 面 证 明 A/R 二 x, 即 证 明 两 个 集合 互相 包含 。 
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先 证 A/RSx。 对 于 任意 的 [zxJa€ A/R, 因 为 x-€E A, 所 以 由 U4. 二 A 知 ,存在 a€B 
使 得 zEA。。 
下 面 证 明 [z]s 一 A。。 
对 于 任意 的 cEA., 由 zEA。 知 a,zEA4A。, 由 尺 的 定义 知 (a,z)ER, 则 waE[Lz]e, 故 有 
A.E[Lzj]。 
对 于 任意 的 eaE[z]a, 由 等 价 类 的 定义 知 (a,z)ER, 于 是 存在 BEB, 使 得 ac,zEAs。 从 
而 有 <EA。 站 As 天 所 ,根据 划分 的 定义 知 A。 二 Ap, 从 而 有 ecEA。, 故 有 [zjkSA。。 
因此 ,[z]R 一 A., 所 以 LzjgEx, 即 有 A/RSx。 
再 证 rA/R。 对 于 任意 的 AuEr', 因 为 A。 隆 名 ,所 以 存在 EA。。 可 以 仿照 上 面 的 过 
程 证 明 A.=[z]s, 所 以 A.EA/R, 即 有 rCA/R。 
综 上 ,A/R=x。 
给 定 集合 A 上 的 一 个 划分 x, 称 由 定理 7. 8 所 定义 的 二 元 关系 R 为 划分 x 所 对 应 的 等 
价 关系 。 
一 般 地 , 设 {Al,A,,… ,A,) 是 集合 A 的 划分 , 则 由 该 划分 构造 的 等 价 关系 为 
R= (A XA) U (A: XAs) UU (A, XA,) 
例如 , 设 A={1,2,3,4,5,6}),A 的 一 个 划分 为 {{1,2,3)},{4,5),{6}}, 则 该 划分 对 应 的 
R= {15273} X01 253 U {G5} XAL75} U (6) X {0} 
= 191) 9(C272) 3 A121 
(D932 C9331) .C05 C654} 
定义 7.23: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,m 与 x 是 集合 A 上 的 两 个 划分 ,其 中 
m={A.|la€EBGAA. ESA} 
m={Asla €B.GAAr SA) 
车 对 于 任意 的 a€EB, 存 在 a € B', 使 得 A. 三 As , 则 称 x 是 x 的 加 细 。 
定理 7.9: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,m 与 x; 是 A 上 的 两 个 划分 ,其 中 
m= {A la€EBGA. ESA) 
m={Ar|la EB,GzA SA 
它们 相应 的 等 价 关系 分 别 为 Ri 和 R;, 则 RSR: 当 且 仅 当 x 是 x 的 加 细 。 
证 明 : 先 证 必要 性 。 假 设 RSR: 成 立 。 
对 于 任意 的 A. Ex 二 A/Ri ,存在 a€A,A,=[Laja, 
对 于 任意 的 ZE[ajn 一 A。, 由 定义 有 (za)ER。 因 为 RESR: ,所 以 (za)ER:。 从 
而 有 zE [ajr,。 因 为 [ajs, EA/R。 一 zo, 所 以 存在 Av Emo ,使 得 [a]n 一 As 。 于 是 xE As， 
即 有 A。 和 As , 故 xi 是 xs 的 加 细 。 
下 证 充分 性 。 假 设 x 是 xs 的 加 细 。 
对 于 任意 的 z,yEA, 苦 (z,y)ER, 则 有 <zE Lyje, o 因为 [yj EA/Ri 二 zo, 所 以 存在 
A。, 使 得 [Lyjr, 一 A。。 因 为 x 是 x 的 加 细 , 即 存在 As ,使 得 A。 导 As ,于 是 [yjr 夺 As ,所 以 
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XELyjr, As =[yjr, , 即 有 (z,y)ER: ,因此 RSR:。 

设 A 是 南京 理工 大 学 的 学 生 组 成 的 集合 。 他 们 分 别 属于 不 同 的 学 院 , 按 学 院 划 分 是 A 
的 一 个 划分 。 他 们 也 分 别 属于 不 同 的 系 , 按 系 划分 也 是 A 的 一 个 划分 。 显 然 , 按 系 划分 是 
按 学 院 划 分 的 加 细 , 按 学 院 划 分 对 应 的 等 价 关系 R, 是 这 样 定义 的 : 对 于 任意 的 zx,yEA， 
(zy)ER: 当 且 仅 当 xz 与 y 是 属于 同一 学 院 的 学 生 。 按 系 划 分 对 应 的 等 价 关 系 R, 是 这 样 
定义 的 : 对 于 任意 的 zx,yE A, (zx,y)E Ri 当 且 仅 当 z 与 y 是 属于 同一 系 的 学 生 。 显 然 
Ry 
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7.6 节 介 绍 了 等 价 关 系 ,本 节 介 绍 另 一 类 重要 的 二 元 关系 一 一 偏 序 关系 。 
771 偏 序 关系 和 偏 序 集 


定义 7.24: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,R 是 A 上 的 一 个 二 元 关系 , 若 尺 满足 自 反 性 ` 反 对 称 
性 ,传递 性 , 则 称 RR 是 A 上 的 一 个 偏 序 关系 ,并 称 (A ,R) 是 一 个 偏 序 集 。 

下 面 看 几 个 例子 。 

例 7.33: 设 A={a,b,c,d},R={(a,a),(b,6), (csc), (dsd), (a,b), (a,c), (ayd)， 
(5,d))}。 显 然 ,R 是 A 上 一 个 偏 序 关 系 。 

例 7.34: 已 知 Ri,R,,…,R, 是 A 上 的 偏 序 关系 , 试 证 明 Rj 首 Rs 门 … 门 R, 也 是 A 上 的 

证 明 : 

(1) 自 反 性 。 对 于 VzEA, 因 为 Rj,R;,…,R, 是 A 上 的 自 反 关系 ,所 以 (x,x) ERi， 
(zz)ER: (rT)ER, ,从 而 有 (zx ,x) ER NR NNR,. 

(2) 反对 称 性 。 对 于 Vz,yEA, 若 (z,y)ER 站 R: 站 … 门 R, 且 (y,z)ER PR 站 
R, 则 (z,y)ER, (Cry)ER: (zy)ER, (yz)ER (yz)ER:，…… (yz)ER。。 因 
为 Ri ,R:,…,R, 是 A 上 的 反对 称 关系 ,所 以 由 (z,y)ER 和 (y,z)ER 知 工 一 y, 由 
(zy)ER: 和 (y,z)ER: 知 Z 一 y…… 由 (zy)ER。 和 (y,x)ER, 知 z= 二 y。 

(3) 传递 性 。 对 于 Yz,yyzEA, 若 (z,y)ER 站 Ra 站 …mR,, 且 (>,=)ER 站 RD 
及 ,, 则 (zyy)ERi，Czyy)ER (Ty) ER (yz)ER yz)ER:，… (yz)ER。。 因 
为 Ri ,R: ,…,R, 是 A 上 的 传递 关系 ,所 以 由 (z,y)ER 和 (y,=)ER 知 (z,z)ER ,由 (z， 
y)ER: 和 (y,z)ER: 知 (z,z)ER2 由 (z,y)ER, 和 (y,=)ER, 知 (z,z)ER,, 因 此 ， 
(x,z) ERINR NNR,., 

综 上 ,RiNnRz 门 … 门 R, 也 为 A 上 的 偏 序 关系 。 

例 7.35: 设 A 是 任意 一 个 集合 ,全 A) 是 短 集 合 ,在 铁 A) 上 建立 一 个 二 元 关系 R: 对 于 
任意 的 xz,yE (A),(z,y)ER 当 且 仅 当 zx 导 y。 不 难 证 明 ,( 信 A),R) 也 是 一 个 偏 序 集 。 
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一 般 地 ,在 实数 集 R 上 定义 二 元 关系 S: 对 于 任意 的 z,yER,(z,y)ES 当 且 仅 当 zz 和 
,可 以 证 明 S 是 R 上 的 偏 序 关系 。 

一 个 偏 序 关系 通常 用 记号 过 来 表示 ,车 (zx,y)€ 二 , 则 记 为 zy, 读 做 “z 小 于 或 等 于 
y”。 一 个 偏 序 集 通常 用 (A, 过 ) 来 表示 。 首 先 ,说 偏 序 关系 “zx 小 于 或 等 于 y”, 并 不 意味 着 平 
常 意义 上 的 工 小 于 或 等 于 y。 例 如 ,在 实数 集 R 上 可 以 定义 另 一 个 二 元 关系 S': 对 于 任意 
的 xz,yER,(zx,y)ES’ 当 上 且 仅 当 xz 宇 y, 显 然 ,可 以 验证 S' 也 是 R 上 的 偏 序 关系 。 另 外 ,这 也 
说 明 一 个 集合 上 可 以 定义 不 同 的 偏 序 关 系 ,可 以 得 到 不 同 的 偏 序 集 。 
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设 (4A, 科 ) 是 一 个 偏 序 集 ,A 是 一 个 有 限 集 ,1A| 二 n。 对 于 任意 的 xz,y€ A 且 x 取 y, 若 
ZX<y 且 VzEA,xz<z 且 zy, 就 一 定 推出 z=z 或 = 二 y, 那 么 称 > 覆盖 z。 

可 以 用 一 个 图 形 来 表示 偏 序 集 (A, 才 ), 这 个 图 形 有 个 顶点 ,每 一 个 顶点 表示 A 中 一 
个 元 素 。 对 于 两 个 顶点 x 与 y, 若 y 覆盖 z, 则 工 在 下 方 ,y 在 上 方 , 且 两 点 之 间 有 一 条 直线 
相连 。 这 样 的 图 形 称 为 哈 斯 (Hasse) 图 。 

图 7.5 给 出 了 一 些 偏 序 关系 的 哈 斯 图 。 
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| a 流 
(a) 示例 1 (b) 示例 2 (©) 示例 3 


图 7.5 偏 序 关 系 哈 斯 图 示例 


反之 ,给 出 一 个 偏 序 集 的 哈 斯 图 ,也 能 很 快 得 出 这 个 偏 序 集 。 例 如 ,A= {a,b,c,d,e)， 
<={(a,a),(b,6) ,Cc,c),(d,d),(e,e),(asb), (b,c), (cd),(a,e),(e,d),(a,c), (a,d), 
(5,d)}。(A, 过 ) 是 图 7.5Cb) 所 代表 的 偏 序 集 。 


773 链 、 反 链 、 全 序 集 


设 (A, 入 ) 是 一 个 偏 序 集 ,对 于 任意 的 zx,yEA, 若 z<y 或 者 y<z, 称 xz 与 y 可 比 ,否则 
称 z 与 y 不 可 比 。 例 如 ,在 图 7.5(b) 中 ,6 与 c 是 可 比 的 ,6 与 e 是 不 可 比 的 。 

设 (A,<) 是 一 个 偏 序 集 ,BSA ,车 B 中 任意 两 个 元 素 均 可 比 , 则 称 B 是 一 条 链 。 例 如 。， 
在 图 7.5(b) 中 ,B=={a.b,c,d} 就 是 一 条 链 。 通 常 把 一 条 链 的 元 素 个 数 称 为 该 链 的 长 度 。 例 


143 


第 7 章 关 系 


如 , 链 B 的 长 度 为 4。 

设 (4A, 入 ) 是 一 个 偏 序 集 ,BSA, 若 如 中 任意 两 个 不 同 的 元 素 均 不 可 比 , 则 称 B 是 一 条 
反 链 。 例 如 ,在 图 7.5Cb) 中 ,B 一 (0,e} 就 是 一 条 反 链 。 

设 (4A, 和 ) 是 一 个 偏 序 集 , 若 A 本 身 就 是 一 条 链 , 那 么 称 (A,< ) 为 全 序 集 。 

定理 7.10: 设 (4A, 科 ) 是 一 个 偏 序 集 , 若 A 中 最 长 链 的 长 度 为 ”那么 A 中 的 元 素 能 划 
分 为 n 条 不 相交 的 反 链 。 

证 明 : 用 归纳 法 来 证 明 这 个 定理 。 

当 n==1 时 ,A 中 任何 两 个 不 同 元 素 都 不 可 比 ,显然 ,A 中 所 有 元 素 组 成 一 条 反 链 。 

假设 当 一 个 偏 序 集 里 最 长 链 的 长 度 为 n 一 1 时 定理 成 立 。 设 (A, 入 ) 是 一 个 偏 序 集 , 它 
的 最 长 链 的 长 度 为 n。 设 M 是 A 中 极 大 元 的 集合 ,显然 M 是 一 条 非 空 的 反 链 。 考 虑 偏 序 
集 (A 一 M, 过) ,因为 在 A 一 M 中 不 存在 长 度 为 n 的 链 ,所 以 它 的 最 长 链 的 长 度 最 多 为 n 一 1。 
另 一 方面 ,如 果 A 一 M 中 的 最 长 链 的 长 度 小 于 nn 一 1, 那 么 M 中 必 有 两 个 或 两 个 以 上 的 元 素 
在 同一 条 链 上 ,这 显然 是 不 可 能 的 。 因 此 ,A 一 M 的 最 长 链 的 长 度 为 n 一 1。 根 据 归纳 假设 
知 A 一 M 可 以 划分 为 n 一 1 条 互 不 相交 的 反 链 ,由 于 M 是 一 条 反 链 , 故 A 可 以 划分 为 n 条 
互 不 相交 的 反 链 。 

定理 7. 10 的 一 个 直接 推论 如 下 。 

推论 : 设 (A, 科 ) 是 由 mn 十 1 个 元 素 构成 的 偏 序 集 ,那么 在 A 中 或 者 存在 一 条 mm 十 1 个 
元 素 组 成 的 反 链 ,或 者 存在 一 条 长 度 为 n 十 1 的 链 。 

证 明 : 假设 在 A 中 最 长 链 的 长 度 为 ,根据 定理 7.10 知 ,A 可 以 划分 为 n 条 互 不 相交 
的 反 链 。 如 果 这 些 反 链 中 的 每 一 条 最 多 由 m 个 元 素 组 成 ,那么 A 中 元 素 的 总 数 最 多 为 mn 
个 ,这 与 推论 的 假设 矛盾 。 因 此 ,在 A 中 或 者 存在 一 条 mm 十 1 个 元 素 组 成 的 反 链 , 或 者 存在 
一 条 长 度 为 n 十 1 的 链 。 


774 极 大 元 、 极 小 元 .最 大 元 和 最 小 元 


设 (4A, 入 ) 是 一 个 偏 序 集 。aEA, 若 A 中 不 存在 任何 元 素 5, 使 得 5b 隆 a 上 且 w 和 0, 则 称 
为 极 大 元 。dEA, 若 A 中 不 存在 任何 元 素 0 ,使 得 0 径 d 且 0 入 &., 则 称 d 为 极 小 元 。 若 A 中 
存在 一 个 元 素 a ,对 于 任意 的 zxEA,z<a, 则 称 a 为 最 大 元 。 若 A 存在 一 个 元 素 a ,对 于 任 
意 的 TEA.a<z, 则 称 a 为 最 小 元 。 

一 个 有 限 的 偏 序 集 一 定 有 极 大 元 和 极 小 元 ,但 不 一 定 有 最 大 元 和 最 小 元 。 例 如 图 7. 5(a) 
中 1 是 最 小 元 ,也 是 极 小 元 ,3 和 4 是 极 大 元 ,无 最 大 元 。 


775 上 界 、 下 界 、 最 小 上 界 和 最 大 下 界 
设 (4A,<) 是 一 个 偏 序 集 。 图 7. 6 给 出 了 一 些 偏 序 集 的 哈 斯 图 。 


设 a 和 4 是 集合 A 中 的 两 个 元 素 ,一 个 元 素 cEA, 若 有 a<c 且 0 入 c, 则 称 < 是 c 和 2 的 
上 界 。 如 果 c 是 a 和 5b 的 上 界 , 且 对 于 a 和 2 的 任意 上 界 d, 均 有 c<d, 则 称 c 为 元 素 a 和 2 
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图 7.6 4 个 偏 序 关系 的 哈 斯 图 


的 最 小 上 界 , 记 为 lub{a,5) 二 c。 例 如 ,在 图 7.6(b) 表 示 的 偏 序 集中 ,f 是 e 和 dd 的 上 界 ,g、 
和 i 也 都 是 ec 和 d 的 上 界 , 但 没有 最 小 上 界 。 在 图 7. 6(d) 表 示 的 偏 序 集中 ,h 和 /都 是 6 
和 dc 的 上 界 ,但 上 是 和 vd 的 最 小 上 界 。 

设 a 和 4 是 集合 A 中 的 两 个 元 素 , 一 个 元 素 cEA, 若 有 c<a 且 c<6, 则 称 c 是 a 和 2 的 
下 界 。 如 果 c 是 a 和 4 的 下 界 , 且 对 于 a 和 6 的 任何 下 界 d, 均 有 de, 则 称 c 是 a 和 2 的 最 
大 下 界 , 记 为 glb{a,b) 二 c。 例 如 ,在 图 7.6(d) 的 偏 序 集中 ,a 和 < 都 是 和 g 的 下 界 , 但 c 是 
e 和 gg 的 最 大 下 界 。 


776 格 


下 面 建立 一 个 新 的 概念 。 

定义 7.25: A 是 一 个 非 空 集 ,(A ,< ) 是 一 个 偏 序 集 ,车 对 于 任意 的 元 素 a,5EA, 在 A 
中 存在 a 和 4 的 最 小 上 界 及 最 大 下 界 , 则 称 (A ,入 ) 是 一 个 格 。 

由 定义 不 难看 出 ,图 7.6 所 给 出 的 4 个 偏 序 集中 ,(c) 和 (d) 表 示 的 偏 序 关系 是 格 。 下 面 
看 两 个 例子 。 

例 7.36: Z* 是正 整数 集 ,过 是 Z+ 上 的 一 个 二 元 关系 : 对 于 任意 的 we,OEZ+ ,a<b 当 且 
仅 当 a15。 可 以 证 明 (Z* ,入 ) 是 一 个 偏 序 集 , 下 面 证 明 (Z+ ,入 ) 是 一 个 格 。 

对 于 任意 的 a,5E Zi ,用 (a,5) 表 示 a 和 2 的 最 大 公约 数 ,[a,5bj 表 示 a 和 2 的 最 小 公 
倍数 。 

先 证 glbfa .bo} 一 (ae,0)。 显 然 (e.o)1a 上 且 (a.0)12. 即 (ae.O 和 au 且 (a,O 和 0, 即 (e.O) 为 w 
和 6 的 下 界 。 

若 存 在 <cEZ+ ,有 c<a 且 c<6b, 即 有 cla 且 cc165, 也 即 c 是 a 和 2 的 公约 数 。 由 (a,5b) 是 
a 和 6。 的 最 大 公约 数 知 c|(e,0) , 即 c 入 (ae.0) ,所 以 glb{a,6} 二 (a,5)。 

再 证 lub{fa,b} 王 [a,o]。 显 然 ,a|[a, 扫 上 且 站 [aoO, 即 有 a 和 [ea,O 且 2 和 [ao], 即 La ,Oo 
为 a 和 65 的 上 界 。 
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若 存在 cEZ+ ,有 a<c 且 5c, 即 有 alc 且 blec, 也 即 c 是 a 和 2 的 公 售 数 。 由 [a,5b] 是 
a 和 6。 的 最 小 公信 数 知 [a ,bjlc, 即 [a,6] 才 ec, 所 以 lub{a,6b)= 二 [a,6b]。 

综 上 ,(Z+ ,入 ) 是 一 个 格 ,也 记 为 (Z+ ,|)。 

例 7.37: 设 A 是 一 个 任意 集合 ,7(A) 是 A 的 寡 集 合 。 在 色 A) 上 建立 关系 入 : 对 于 任 
意 的 zy,yE SA), 若 z<y 当 上 且 仅 当 zSy。 由 例 7.35 知 ,C(FA), 和 ) 是 一 个 偏 序 集 。 下 面 
证 明 (9A) ,和 ) 是 一 个 格 。 

证 明 : 先 证 glb{a,5) 二 a 门 b。 

对 于 任意 的 a,bE RHA),a 几 bE HAA) 且 aNbSa 有 a 站 6bSb, 即 a 几 nb<a, ao<20。 这 
表明 a5 是 a 和 6 的 下 界 。 

车 存在 cE HA),c<a 且 cb, 则 cSa 且 cSb, 于 是 cSCaf 几 5b, 即 c<a 败 b。 

所 以 由 最 大 下 界定 义 知 ,glbfa,0 一 a 门 2。 

再 证 lub{a,b}) = 二 a Ub。 

对 于 任意 的 a,bE THA),aUbENAA)H aCaUb BoCSaUb, 即 a<aUb B56<aUb, 
这 表明 aUb 是 a 和 2 的 上 界 。 

车 存在 cEHAA),a<c 且 be, 则 aSc 且 b5Sc, 于 是 aUbSc, 即 aUb<e。 

所 以 由 最 小 上 界定 义 知 ,lub{a,b) 二 aUb。 

综 上 , (1(A) ,<<) 是 一 个 格 ,也 记 为 (HA), 导 )。 

例 7.38: 用 于 军事 系统 中 的 一 个 通用 的 信息 流 策略 是 多 级 安全 策略 ,用 信息 流 的 格 模 
型 来 控制 敏感 信息 。 为 每 组 信息 分 配 一 个 安全 类 别 (X,Y)。 其 中 ,X 是 权限 级 别 ,例如 权 
限 级 别 可 以 是 公开 (0) ,秘密 (1) ,机 密 (2) ,绝密 (3) 等 ;Y 是 种 类 ,是 相关 信息 或 项 目 集合 的 
子 集 。 本 例 中 集合 可 以 定义 为 {计划 A, 计划 B, 计 划 C}。 规 定 (Xi,Y1) 才 (Xs,Y,) 当 且 仅 
当 X11 过 Xs 和 六 Ys ,该 规定 表示 信息 允许 从 安全 类 别 (X ,Yi) 流 向 安全 类 别 (X,Y,)。 
例如 ,信息 可 以 从 安全 类 别 ( 机 密 ,{ 计 划 A, 计 划 B)) 流 向 安全 类 别 ( 绝 密 , {计划 A, 计 划 B， 
计划 C)) ,但 是 不 允许 从 安全 类 别 ( 绝 密 , {计划 A., 计 划 C)) 流 向 安全 类 别 ( 机 密 , {计划 A， 
计划 B, 计 划 C}) 或 (绝密 , {计划 A, 计 划 B))。 
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假设 一 个 软件 项 目 由 12 个 任务 构成 。 某 些 任务 只 能 在 其 他 任务 完成 后 才能 开始 。 对 
软件 项 目 构建 偏 序 模型 ,使 得 zx 和 > 当 且 仅 当 项 目 z 完成 后 项 目 > 才能 开始 。 该 软件 项 目 
对 应 的 哈 斯 图 如 图 7.7 所 示 。 为 了 安排 该 软件 项 目 ,需要 给 出 12 个 任务 的 开发 顺序 。 

先 给 出 与 问题 相关 的 概念 和 定理 。 

定义 7.26: R 是 集合 A 上 的 偏 序 关 系 , 若 对 于 z,yEA, 必 有 (z,y)ER 或 (y,z)ER， 
则 称 尽 是 A 上 的 全 序 关系 。 

如 果 只 要 (Cz,y)ER, 就 有 z< 和 >, 则 称 一 个 全 序 和 与 偏 序 R 是 相 容 的 。 即 包含 了 给 定 偏 
序 的 一 个 全 序 称 为 与 一 个 偏 序 相 容 的 全 序 。 

定义 7.27: 从 一 个 偏 序 构造 一 个 与 之 相 容 的 全 序 的 过 程 称 为 拓扑 排序 。 
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图 7.7 一 个 软件 项 目 开发 模型 


定理 7.11: 任意 一 个 非 空 有 穷 偏 序 集 (A ,< ) 至 少 有 一 个 极 小 元 。 

证 明 : 选择 A 的 任意 一 个 元 素 a。。 如 果 ae 不 是 极 小 元 ,那么 一 定 存在 元 素 wm ,满足 
a1 <ao ;如 果 w 不 是 极 小 元 ,那么 一 定 存在 元 素 a; ,满足 cs <ai ;继续 该 过 程 ,如 果 a,_1 不 是 
极 小 元 ,那么 一 定 存在 元 素 a, ,满足 a, <a,-1。 因 为 A 为 有 穷 集 ,所 以 这 个 过 程 一 定 会 结束 
并 且 具 有 极 小 元 a, 。 命 题 得 证 。 

为 了 在 偏 序 集 (A, 才 ) 上 定义 一 个 全 序 ,首先 选择 一 个 极 小 元 w ,由 定理 7. 11 知 ,这 样 
的 元 素 一 定 存 在 。 考 察 偏 序 集 (A 一 {a1}, 才 ), 若 A 一 {al} 非 空 ,选择 该 偏 序 集 的 极 小 元 az; 
考察 偏 序 集 (A 一 {a1,as) ,入 ), 若 A 一 {a as} 非 空 ,选择 该 偏 序 集 的 极 小 元 as ;继续 该 过 程 ， 
直至 偏 序 集 为 空 。 由 于 A 为 有 穷 集 ,所 以 这 个 过 程 一定 终 止 。 最 终 产 生 一 个 全 序 序列 : 

a <as <as <*… <a, 

这 个 全 序 序列 与 初始 偏 序 相 容 。 上 述 求 解 过 程 实际 上 是 一 个 拓扑 排序 的 过 程 。 下 面 的 算法 


给 出 了 拓扑 排序 的 伪 代码 。 


Procedure topologicalsort((a <): 有 穷 偏 序 集 ){ 
k:=1; 
while A 
全 := 人 的 极 小 元 
2:=A- {a}; 
k:= kt 1; 
endwhile 
Ietum a a; //asa,… a 是 与 2A 相 容 的 全 序 
} 


利用 拓扑 排序 算法 可 得 图 7.7 所 示 的 软件 项 目的 12 个 任务 的 一 个 全 序 序列 : 确定 用 
户 需求 < 写 出 功能 需求 < 开发 系统 需求 < 写 文档 夫 开 发 模块 1< 开 发 模块 2 全 开发 模 
块 3 人 < 模块 集成 < 设置 测试 点 <B 测试 <A 测试 < 完成 。 
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下 面 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 与 偏 序 相 容 的 全 序 的 构造 过 程 。 
例 7.39: 已 知 某 软件 公司 开发 某 管理 系统 需要 完成 8 个 任 h 


务 , 任 务 的 集合 为 {a,b,c,d,e,f,g,h)}。 其 中 某 些 任 务 只 能 在 
其 他 任务 完成 后 方 能 开始 。 如 果 任 务 A 在 任务 B 完成 后 方 能 
开始 , 则 任务 A 任务 B。 这 8 个 任务 对 应 的 哈 斯 图 如 图 7. 8 
所 示 。 a Dec 
解 : 通过 执行 拓扑 排序 得 到 8 个 任务 的 一 个 排序 序列 。 任 图 7.8 8 个 任务 的 哈 斯 图 
务 的 拓扑 排序 过 程 如 图 7. 9 所 示 。 排 序 结果 为 a<b<c<d< 
e<g<<F<j 它 给 出 了 一 种 完成 任务 的 可 行 次 序 。 


从 闪闪 安富 全 


Q be 
最 小 元 : a e g 六 h 


图 7.9 任务 的 拓扑 排序 过 程 
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78 粗糙 集 概论 


粗糙 集 (Rough Set,RS) 理 论 是 由 波兰 华沙 理工 大 学 Z. Powlak 教授 于 1982 年 提出 的 。 
它 是 一 种 研究 不 完整 数据 ,不 精确 知识 的 表达 、 学 习 和 归纳 等 的 方法 。 它 是 一 种 刻画 不 完整 
性 和 不 确定 性 的 数学 工具 ,能 有 效 分 析 不 精确 ,不 一 致 ,不 完整 等 各 种 不 完备 的 信息 ,还 可 以 
对 数据 进行 分 析 和 推理 ,从 中 发 现 隐 含 的 知识 和 潜在 的 规律 。 

粗糙 集 不 仅 为 信息 科学 和 认 知 科学 提供 了 新 的 科学 逻辑 和 研究 方法 ,而 且 为 智能 信息 
处 理 提供 了 有 效 的 处 理 技 术 。 粗 糙 集 在 机 器 学 习 \ 决 策 支 持 系统 .机 器 发 现 . 归 结 推理 .知识 
发 现 和 数据 挖掘 等 领域 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

本 节 主 要 介绍 粗糙 集 与 等 价 关 系 和 等 价 类 间 的 相互 关系 。 


781 知识 与 知识 分 类 


知识 是 人 类 通过 实践 对 客观 世界 的 运动 规律 的 认识 ,是 人 类 实践 经 验 的 总 结 和 提 
炼 ,具有 抽象 和 普遍 的 特性 。 从 认 知 科学 的 观点 来 看 ,知识 来 源 于 人 类 对 客观 事物 的 分 
类 能 力 ,概念 是 事物 类 别 描述 或 者 符号 ,知识 则 是 概念 之 间 的 关系 或 联系 。 因 此 ,任何 一 
个 物种 都 是 由 一 些 知识 来 描述 和 分 类 的 ,利用 物种 不 同属 性 的 知识 描述 来 产生 对 物种 的 
不 同 分 类 。 
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从 7.6 节 内 容 可 知 ,集合 上 的 等 价 关 系 和 集合 上 的 划分 是 一 一 对 应 关系 。 已 知 某 集合 
上 的 等 价 关 系 , 可 以 构造 该 集合 上 唯一 的 划分 ,反之 亦 然 。 从 数学 上 来 看 ,集合 上 的 等 价 关 
系 和 集合 上 的 划分 是 等 价 的 概念 , 即 划分 就 是 分 类 。 

先 用 一 个 例子 来 说 明知 识 与 知识 库 的 概念 。 

例 7.40: 假设 有 8 个 积木 构成 的 一 个 集合 U={zri,zsyzs,ziyz,zeyzry ze。 每 个 积 
木 都 有 颜色 属性 ,可 表示 为 Ri( 红 、 黄 、 蓝 )。 按 照 颜色 的 不 同 ,能 够 把 这 个 积木 的 集合 按 属 
性 Ri 分 成 红 、 黄 、 蓝 3 个 大 类 ,那么 所 有 红颜 色 的 积木 构成 集合 X 二 {zz ,zx ,x1), 所 有 黄 颜 
色 的 积木 构成 集合 X, 二 {zs ,zx ,zs) ,所 有 蓝 颜 色 的 积木 构成 集合 Xs 二 {xs ,zxs}。 按 照 颜 色 
属性 给 出 了 积木 集合 U 的 一 个 划分 ,那么 就 说 颜色 属性 是 一 种 知识 。 从 这 个 例子 中 不 难看 
到 ,一 种 对 集合 U 的 划分 就 对 应 着 关于 U 中 元 素 的 一 个 知识 。 假 如 还 有 其 他 的 属性 ,例如 
形状 属性 R, (方块 ,三 角形 , 圆 形 )\ 大 小 属性 R;( 大 ,中 ,小 ) ,根据 这 3 种 不 同 的 属性 可 以 对 
UU 构成 的 不 同 划 分 分 别 为 


U/Ri = {Xi1, Xs Xs) 一 {({(ziyziyzy),{(zsyreyzsjfzsyzs}} ( 按 颜色 分 类 ) 
U/R: = {Yi ,Ys Ys) = ({{ziyzsyzrj,fzzyzejyfzyzyzs)})( 按 形状 分 类 ) 
UR = {Zi = 抱 夫 水 丛 荣 ) 


定义 7.28: 设 U 天 包 为 讨论 的 对 象 的 有 限 集合 , 称 为 论 域 Cuniverse)。 论 域 中 由 等 价 关 
系 划分 出 来 的 任意 子 集 都 可 以 称 为 论 域 U 中 的 一 个 概念 或 范畴 。 规 定 忆 也 是 一 个 概念 。 
称 论 域 U 中 的 任意 概念 族 为 关于 U 的 抽象 知识 简称 知识 , 它 代 表 论 域 中 个 体 的 分 类 。 

例 7. 40 中 {ziyziyzrz} 就 是 一 个 概念 红色 积木 , {{ziyziyzy}),{zsyzeyzs)， (zz 
zs)) 就 是 一 个 知识 按 颜色 分 类 。 

由 上 述 定 义 知 ,概念 就 是 集合 ,知识 库 就 是 分 类 方法 的 集合 。 由 于 U 上 的 一 个 划分 与 
其 上 的 一 个 等 价 关系 尺 是 等 价 的 ,每 一 个 等 价 关 系 可 以 是 一 种 属性 的 描述 ,也 可 以 是 一 个 
属性 集合 的 描述 ,可 以 是 定义 一 种 变量 ,也 可 以 是 定义 一 种 规则 ,所 以 “等 价 关 系 R”“ 属 性 
R” 和 “知识 R” 是 等 同 的 概念 。 

定义 7.29: 知识 表达 系统 M 可 以 形式 化 地 表示 为 一 个 四 元 组 M=(U;R;V; 了)。 
其 中 ， 

U 为 对 象 的 非 空 有 限 集合 , 称 为 论 域 。 

R 为 属性 的 非 空 有 限 集合 , 尽 一 {Ri ,Ra ，… ,Ru。}。 


V== 届 Vi, 其 中 Vi 是 属性 R; 的 什 域 。 

f: UXR>V 是 一 个 信息 函数 , 它 为 每 个 对 象 的 每 个 属性 赋予 一 个 信息 值 , 即 Va€RR， 
EU 0a 

例 7.40 的 知识 库 可 以 表示 为 

M = 二 ({zi,X2 ,ZT3，"…* ,Ts);{ 颜 色 , 形 状 ,大 小 }; 
{ 红 , 黄 , 蓝 , 方 块 ,三 角形 , 圆 形 , 大 ,中 ,小 }; 了 ) 

了 可 以 用 信息 表 表 示 ,信息 表 的 行 对 应 要 研究 的 对 象 , 列 对 应 对 象 的 属性 ,对 象 的 信息 

通过 指定 对 象 的 各 属性 来 表达 。 例 7. 40 的 信息 表 如 表 7. 13 所 示 。 
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表 7.13 例 7.40 的 信息 表 


U 颜色 R， | 形状 R。 | 大 小 Rs U 颜色 R， | 形状 R。 大 小 RR。 
i 红色 方块 类 i 蓝 色 方块 夫 
二 蓝 色 三 角形 大 zs 黄色 三 角形 中 
大 黄色 圆 形 中 zi 红色 方块 小 
zh 红色 加 形 小 zs 黄色 圆 形 小 


定义 7.30: K 二 (U,R) 称 为 知识 库 , 其 中 UU 为 论 域 ,R 为 论 域 上 的 等 价 关 系 , 它 是 一 种 
属性 或 多 种 属性 的 集合 。 可 以 根据 不 同 的 R 对 U 进行 不 同形 式 的 分 类 。 知 识 库 也 称 为 近 
似 空间 。 

例 7.40 中 8 个 积木 构成 的 一 个 集合 品 = {zi ,zs，… ,zs) , 按 颜 色 Ri 形状 R 和 大 小 R， 
分 类 ,根据 这 3 个 等 价 关系 可 得 到 如 下 3 个 等 价 类 的 集合 : 

U/Ri = {Xi1,X2 ,Xs) = {(ziyziyzr)fzsyzevzsjyfzzyzs)} ( 按 颜色 分 类 ) 
U/R; = {YY Ys) = ((zyzsyzr)yfzayzejy{zsyzyzs}) ( 按 形 状 分 类 ) 
U/R; = {2Z1,22,23) = {{ziyzayzs}yfzayzejy (zyzryzs}}〈 按 大 小 分 类 ) 

上 述 等 价 类 是 由 知识 库 K==(U, {Ri,R;: ,Rs})) 中 的 初等 概念 组 成 的 。 

初等 概念 的 交集 构成 基本 概念 。 例 如 : 

基于 {Ri ,R: } 的 基本 概念 有 

(门人 ii 小 三 (zi 天 红色 方 全 各 未 》 
{zsoT0rze} 门 (zyziyze 王 (zzs (黄色 圆 形 积 木 ) 
基于 {Ri ,Rs } 的 基本 概念 有 
{zi9T49T7) 站 (zyzryzs) 一 {zszr)} (红色 小 积木 
{zsyzeyzs) 站 {zavze) 二 {zsyze}( 黄 色 中 积木 
基于 {Ri ,Rz: ,R: } 的 基本 概念 有 
{ziyzyzr) 站 (zsyzszs) 门 {tzyzryzs} 二 {z4}( 红 色 圆 形 小 积木 ) 

定义 7.31: 令 RR 是 U 上 的 等 价 关 系 族 ,P={Pi,P,,…,P,},PSER,P:AzZG(i=1, 

2,…,n) 为 P 中 所 有 的 等 价 关 系 , 称 


U/P = IND(P) = 个 P， 
为 P 上 的 不 可 区 分 关系 。 
不 可 区 分 关系 的 求解 方法 如 下 : 
设 ab.c 是 属性 , 若 
U/{a} = {xz19720" Tn), U/{b} = {yy yn) 


则 
U/{asb} = {2 | 2 = Zi) yoi = 12, mj = 12 ns GD} 
U/{asbse} =U/{a,b} NU/{e} 或 U/{asbyc} = U/{e} NU/{a,b} 


150 


离散 数学 


例 7. 40 中 的 部 分 不 可 区 分 关系 为 
UR Rs = (rt a (ed) ts od}} 
UARss Rs} = 作画 
UV 人 (Ri Ra Rs) = {{z1} ,za} {zs}, (xa), {zs}, {zo}, {xz7)}, {ze}} 


782 集合 近似 与 粗糙 集 概念 


设 U 是 论 域 ,R 为 一 族 等 价 关系 ,U/R 蚌 由 R 将 U 划分 成 的 基本 等 价 类 。 并 且 有 
U/R = {Xi,X,,*…,X,} 

定义 7.32: XCU, 当 XX 能 表达 成 某 些 基本 等 价 类 (初等 概念 ) 的 并 集 时 , 称 久 是 R 可 
定义 的 ,否则 称 义 是 R 不 可 定义 的 。 

RR 可 定义 集 能 在 该 知识 库 中 被 精确 地 定义 ,所 以 称 为 R 精确 集 ;R 不 可 定义 集 不 能 在 
该 知识 库 中 被 精确 地 定义 ,只 能 通过 集合 逼近 的 方式 来 定义 来 刻画 ,因此 也 称 为 RR 粗 烽 集 。 

例 7.41: 已 知 尺 ==(U,R) 为 某 知识 库 , 其 中 = {zi ,zs，… ,zs) ,RR 为 一 族 等 价 关 系 ,由 
R 将 U 划分 成 的 基本 等 价 类 为 {{zx1 ,zs ,zxr), {xz),，{zxe)},{Zx3,T4，Xs))}。 集 合 {xi ,x5 ,Xx1， 
Zs，,X6) 是 R 精确 集 , 它 可 由 初等 概念 {zi ,zs ,xr), {zs),{zxe} 的 并 集 表示 ;而 集合 {x ,zs ， 
zo) 是 尺 粗 糙 集 , 它 不 能 由 任何 初等 概念 产生 。 

定义 7.33: 集合 X 关于 尺 的 上 近似 集 和 下 近似 集 分 别 记 为 R(X) 和 R-(X) ,定义 为 

R(X)={r€EU|[zjNXz20}= U xX 


XiNX#G 
R(X)={zEU|[zJj SX}= UX 
TE 


集合 X 的 边界 记 为 BC(X) 一 R (X) 一 R-(X)。 

集合 X 的 正 域 记 为 POS(X) 二 R-(X), 它 表示 根据 已 有 知识 判断 肯定 属于 X 的 对 象 
所 组 成 的 最 大 集合 。 

集合 X 的 负 域 , 记 为 NEG(X) 二 U 一 R-(X), 它 表示 根据 已 有 知识 判断 肯定 不 属于 X 
的 对 象 所 组 成 的 最 大 集合 。 

定理 7.12: X 是 精确 的 , 当 且 仅 当 R-(X) 二 R_-(X), 即 B,(X) 二 。X 是 粗糙 的 , 当 
且 术 沼 (NR(E), 寺 也 (DD 

例 7.42: 设 论 域 品 = {el ,es ,es3,e4,es,esser,es},U 上 的 一 族 等 价 关 系 R= {Ri,R,}， 
Ri 、R: 可 将 集合 划分 为 U/R1 = 二 {{el,ezs,e3se},{es},{esserses}} 和 U/Rs={{e1,es), {es, 
@s},{essesrerses}}, U/R={{e1ses}, (esser}, {es}, {esrerses}}, X={es ,e306 e168} 是 U 
的 一 个 子 集 。X 无 法 用 基本 等 价 类 U/R 的 并 集 精确 表示 .所 以 X 是 U 的 粗糙 集 。 

X 的 下 近似 集 为 POS(X) 二 R_(X)= {es ,er ,es)。 

XX 的 上 近似 集 为 R(X)== {ei ,ez ,es ,eses ser ses)。 

X 的 负 域 为 NEG(X)== {es}。 

限于 篇 幅 , 本 章 简单 描述 了 等 价 关 系 和 粗糙 集 的 相关 性 。 至 于 粗糙 集 的 其 他 理论 及 其 
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应 用 ,有 兴趣 的 读者 可 进一步 参考 相关 文献 。 


79 典型 例题 


例 7.43: 设 R 是 A 上 反 自 反 的 和 传递 的 关系 ,证 明 R 是 反对 称 关系 。 

证 明 : 对 于 任意 的 z,yEA, 若 (z,y)ER 且 (y,z)ER, 因 为 尺 有 传递 性 ,所 以 (z,z)E 
及 。 又 因为 尺 是 反 自 反 关系 ,所 以 (z,z) 和 ER 尺 , 矛 盾 。 因 此 ,VzVy(CCzy)ERACyz)E 
及 ) 一 z 一 y) 为 真 , 故 及 是 反对 称 关系 。 

例 7.44: 设 尺 是 4A 上 的 一 个 二 元 关系 ,对 于 任意 的 z,y,zEA, 若 (z,y)ER 且 (y,z)E 
尺 , 均 有 (z,zx)ER, 则 称 R 是 A 上 的 循环 关系 。 证明 尺 是 A 上 的 自 反 和 循环 关系 当 且 仅 当 
R 是 A 上 的 等 价 关系 。 

证 明 : 首先 看 必要 性 。 

(1) 自 反 性 已 知 。 

(2) 对 称 性 。 对 于 任意 的 Xx,y€EA, 若 (zx,y)ER, 因 为 R 是 A 上 的 自 反 关系 ,所 以 
(x,X)ER。 又 因为 R 是 A 上 的 循环 关系 ,所 以 由 (zx,z)ER,(z,y)ER 得 (y,z)ER, 故 R 
有 对 称 性 。 

(3) 传递 性 。 对 于 任意 的 z,y,zEA, 车 (z,y)ER 且 (y,z)ER, 因 为 R 是 A 上 的 循环 
关系 ,所 以 (z,x)ER。 又 因为 RR 有 对 称 性 ,所 以 (z+,z)ER, 故 RR 有 传递 性 。 

综 上 ,R 是 A 上 的 等 价 关 系 。 

自 反 性 显然 。 

对 于 任意 的 zx,y,xEA, 若 (zx,y) ER 有 目 (y,z)ER, 因 为 R 有 传递 性 ,所 以 (x ,zx) ER。 
又 因为 R 有 对 称 性 ,所 以 (z,z)ER。 由 循环 关系 的 定义 知 ,R 是 A 上 的 循环 关系 。 

例 7.45: 设 R 和 S 是 A 上 的 两 个 等 价 关系 ,证 明 SeR 是 A 上 的 等 价 关 系 当 且 仅 当 
R°S=S°R,。 

证 明 : 首先 看 必要 性 。 

对 于 Vx,yEA, 车 (x,y)ER°*S, 则 存在 x1 EA, 使 得 (x,z1)ER 且 (zx,y)ES。 因为 R 
和 S 是 A 上 的 对 称 关系 ,所 以 (y,x1)ES 且 (xi,z)ER, 于 是 (y,x)E SeR。 因 为 S*R 有 对 
称 性 ,所 以 (x,y)€ES*R。 因 此 R*SES*eR。 

对 于 Yz,yEA, 若 (z,y)ES*R, 因 为 S*R 有 对 称 性 ,所 以 (y,z)ES。R。 由 复合 关系 
的 定义 知 ,存在 xz1, EA, 使 得 (y,z1)ES 且 (zi.x)ER。 因为 R 和 S 是 A 上 的 对 称 关系 ,所 
以 (zx,z1)ER 且 (xi,y)ES, 于 是 (xz,y)ER。*S。 因 此 S*:RCR°S。 

综 上 ,R*S=S°R。 

(1) 自 反 性 。 对 于 VxEA, 因 为 RR 和 S 是 A 上 的 自 反 关系 ,所 以 (zx,x)E€S,(zx,x)€ 
尺 。 由 复合 关系 的 定义 知 (z,z)E€S*R。 
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(2) 对 称 性 。 因 为 RR 和 S 是 A 上 的 对 称 关系 ,所 以 由 对 称 关系 的 判定 定理 ,关系 的 性 
质 和 已 知 条 件 知 5- 玉 一 RS 一 ReS 一 S*R。 因 此 S*R 为 A 上 的 对 称 关系 。 

(3) 传递 性 。 对 于 Vz,y,zEA, 车 (zx,y)€S°*R 且 (y,z)ES°R, 则 存在 zi,z: EA, 使 
得 (z,zi)ES,(ziy)ER,(yz)ES(zyz)ER。 根 据 复合 关系 的 定义 ,由 (ziyy)ER， 
(y,X2)ES 知 (zi ,zxs)ER*S=S°*R, 于 是 存在 zx; EA 使 得 (zi,zs)ES,(zsyz)ER。 因 为 
尺 和 S 是 A 上 的 传递 关系 ,所 以 由 (xs,zxs)ER 和 (zxs,z)ER 得 (zs,z)ER, 由 (zx,zx1)ES 
和 (zxi,zx3)ES 得 (t,x3)ES。 由 (zx,z3)ES 和 (zx;,z)ER 得 (x,z)E€S°R。 


综 上 ,SeR 是 A 上 的 等 价 关系 。 


习题 


7.1 已 知 A={{B},a}},B={{1,(a,a))), 求 

CY 2 

(2) 2 WB 

7.2 (1) 设 ASC,BSD, 证 明 AXBSCXD。 

(2) 给 定 AXBCSCXD, 那 么 ASC,BSD 一 定 成 立 吗 ? 

7.3 (1) 设 A 是 任意 一 个 集合 ,AX 名 有 意义 吗 ? 

(2) 给 定 AXB= 名 ,A 和 B 是 怎样 的 集合 ? 

(3) A 是 某 一 集合 ,那么 ASAXA 是 可 能 的 吗 ? 

7.4 设 A.B.C.D 是 任意 的 集合 。 

(1) 证 明 (ANMB)xCND)=(AXON(C(BXxD)。 

(2) 判断 下 述 式 子 是 否 是 恒等式 。 
(WUB)YRC YD = AO UBD 
(A—B)x(C—D)= (AxO— (BxD) 
(AMBB)x COD)= (AxC)BxD) 

7.5 设 A.B.C 是 任意 的 集合 。 

(1) 证 明 AX(BUC)=(AXB)U(AXC)。 

(2) 判断 下 述 式 子 是 否 是 恒等式 。 

UUDxXC=AX0 UB 
(A 一 B) XC=(AxC) 一 (BXC) 
(A®BB)xC= (AXOCO BBxXO) 
7.6 设 A={1,2,3,4}。 
(1) 用 一 个 自然 的 方式 解释 A: 一 AXA 中 的 有 序 对 。 


(2) 设 Ri 是 A: 上 的 二 元 关系 :((a,5),(c,d))ERi 当 且 仅 当 a 一 c=6b 一 4。 写 出 Ri ， 
fF 给 出 几何 解释 。 
(3) 设 R。 是 A? 上 的 二 元 关系 :((a,5),(c,d))ER。 当 且 仅 当 Vla 一 c)? 十 (0 一 dq)?>3。 
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写 出 R, ,并 给 出 几何 解释 。 

(4) 给 出 RiUR; Ri 站 R:， Ri 一 R 和 尽 R: 的 几何 解释 。 

7.7 设 A={a,b,c,d}), 用 图 形 表示 下 列 二 元 关系 。 

(1) Ri={(a,a), (55)， (cyc) (d,d)} 

(C2) R={(as0) (De ase), (erad} 

(3) Rs={((tB,a)} 

7.8 设 R 和 S 是 A 上 的 二 元 关系 。 若 RSS, 则 对 于 Yn€EN,R"SS"。 

而 总 已 旺 


= {a,b,c} 
Ri 一 {(aya), (0) (a,c), (cs,a)} 
R; = {(b,c)} 


Rs = {(asa),(b,6) (csc), (ca)} 
指出 Ri 、R: .Rs 有 哪些 性 质 。 
7.10 下 列 关系 中 ,哪些 是 自 反 的 、 反 自 反 的 、 对 称 的 、 反 对 称 的 或 传递 的 ? 
(1) RI={(z,y)|z,yEZ, 有 81zx—y|<10} 
(2) R={(zx,y)|z,yEZ,H zy>8} 
(3) (zy)|z,yEZ, 且 |zl 委 |y|} 


vi {fasb,c) ,判断 图 7.10 的 (ao) 一 Cd) 所 表示 的 A 上 的 二 元 关系 各 有 哪些 性 质 。 
2. , 
(b) 2 
a 万 
(d) 


图 7.10 题 7.11 图 


7.12 已 知 4A 王 (ta,bc,d)}, 举 出 A 上 的 一 个 二 元 关系 尺 , 使 尽 恰 有 自 反 性 .对称 性 、 传 
递 性 .反对 称 性 。 

7.13 已 知 集合 A={{ 名 }, (计算机 ,人 工 智 能 ), {中国 , {南京 )} ,a, (a,a)), 试 构造 如 
下 关系 : 

(1) R 为 A 上 自 反 和 反对 称 的 关系 。 

(2) R 为 A 上 反 自 反 和 传递 的 关系 。 

yn | 1| 
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BRB = ta DD Da) (a)) 
R; = {(aya), (b,c)} 
求 RI .Ri*R, Ri eR 
7.15 设 A={0,1,2,3),A 上 两 个 二 元 关系 如 下 : 
R= (GD1i=i+1 或 j= 地 
Rs = {(i,)) |i=j+2} 
求 Ri*Rs、Rs*Ri 和 (Ri°R;)°Ri. 
7.16 设 R 和 R, 是 A 上 的 两 个 二 元 关系 , 且 它 们 都 具有 对 称 性 。 证 明 : 若 Ri°R, 导 
Ra Ri , 则 Ri°R,=R,°R, 
7.17 设 Ri、R; 和 Rs 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,证 明 : 若 RISER: , 则 Rs RSR:。R，。 
7.18 设 尺 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,回答 下 列 问 题 ,证 明 或 举 反例 说 明之 。 
(1) 车 尺 是 自 反 的 ,RR 是 自 反 的 吗 ? 
(2) 车 RR 是 对 称 的 ,RR 是 对 称 的 吗 ? 
(3) 车 尺 是 传递 的 ,R 是 传递 的 吗 ? 
7.19 已 知 Ri、R: 是 集合 A 上 的 两 个 二 元 关系 ,并 假设 Ri 、R; 都 有 对 称 性 。R; 一 Rs 、 
RUR。 Ri 站 R。 中 哪些 仍 有 对 称 性 ?证 明 或 举 反例 说 明之 。 
7.20 设 A={1,2,3}, 二 元 关系 为 
CD R= 
Co Re (tIy2) 9 (238 
(3) Rs={t1y2), (2,1)5C353)3 
CI 
求 它 们 的 传递 闭 包 :CR ) (Rs) (Rs)\(R,)。 
7.21 设 R 和 Rs 是 集合 A 上 的 两 个 关系 , 且 RSR2: ,证 明 
(1) r(R)Er CR:) 
(2).sC(RIIGs (Rs) 
7.22 设 Ri 和 Rs 是 集合 A 上 的 两 个 关系 ,证 明 
(1) r(Ri UR;,)=r(R1) Ur(R,) 
(2) s(RiUR;)=s(Ri)Us(Rs) 
(3) 2(Ri UR;)SR) UR;) 
并 举 一 个 反例 说 明 一 般 情 况 下 :CR UR;) 去 1(R1) UL(R,)。 
7.23 已 知 A={a,b,c,d,e},R={(asa),(b,6b), (csc),(d,d),(e,e), (a,b), (ba)， 
(c,d),(d,c)}, 求 A/R。 
7.24 已 知 A={a,bscsd}),R={(a,b),(c,d)})。 设 尺 是 A 上 的 一 个 等 价 关系 ,RR， 
且 满 足 : 若 存 在 A 上 的 等 价 关 系 尺 ,SR, 可 推出 SR, 则 称 RR 为 R 的 等 价 闭 包 。 
(1) 求 五。 
(2) 求 商 集合 A/R。 
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(3) 设 x 二 {{a},{5,c,d})} 是 集合 A 的 一 个 划分 , 求 对 应 于 x 的 等 价 关 系 。 

7.25 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,{Al,A:,…,A,} 是 集合 A 上 的 一 个 划分 。 在 A 上 定义 一 
个 二 元 关系 : 对 于 任意 的 zx,yEA,(Cz,y)ER 当 上 且 仅 当 存在 i 1;i 和 ,zyEAi。 证 明 尺 
是 A 上 的 等 价 关系 。 

7.26 A={a,b,c,d,e,f},R 是 A 上 的 等 价 关 系 , A/R={{a,b,c},{d,e),{f})}, 求 R。 

7.27 设 A.B 是 两 个 集合 ,{Al,A:,…,A,} 是 集合 A 的 一 个 划分 , 且 对 于 任意 的 i€ 


杂交 ),Ai 门 B 隆 名。 证明 {Al A Mey 门 B} 是 集合 ANB 的 一 个 划分 。 

和 .28 I 个 非 空 集合 一 {(4:,A:,…,4A。} 和 PP: 一 (Bi,B:,…，,B,} 都 是 A 的 
划分 。 证 明 {A; 门 Bj1i€ {1,2,: ee “ ,72}} 也 是 集合 A 的 一 个 划分 , 且 是 P 和 
P, 的 加 细 。 


7.29 已 知 C 是 复数 集 。 在 C 上 定义 二 元 关系 : 对 于 任意 的 a 二 bi,c 十 di€C,(atbi， 
c 十 di) ER 当 且 仅 当 ac 宇 0。 证明 尺 是 C 上 的 等 价 关系 。 

7.30 NN 是 自然 数 集 ,R 为 NXN 上 的 二 元 关系 , 且 对 于 VY (a,b),(c,d)ENXN,((a, 
,lcsd))ER 当 且 仅 当 ad = 二 be。 证 明 R 为 NXN 上 的 等 价 关 系 。 

7.31 设 尺 是 集合 A 上 的 一 个 对 称 的 和 传递 的 关系 ,如 果 对 A 中 每 一 个 元 素 a,A 中 
就 存在 一 个 4, 使 得 (a,5)ER, 证 明 R 是 一 个 等 价 关 系 。 

7.32 设 尺 是 集合 A 上 的 一 个 传递 的 和 自 反 的 关系 ,S 是 A 上 的 一 个 关系 : (a,b) ES 
当 且 仅 当 (a,56)ER 且 (5,a)ER。 证 明 S 是 一 个 等 价 关系 。 

7.33 设 R 是 集合 A 上 的 一 个 等 价 关 系 ,S={(a,5b) | 存在 cE A, 使 得 (a,c) ER， 
(c,0)ER)。 证 明 S 也 是 等 价 关 系 。 

7.34 设 尺 是 集合 A 上 的 一 个 自 反 关 系 , 证 明 : R 是 等 价 关系 当 且 仅 当 车 (a,5)ER 且 
(ac)ER, 则 有 (0,c)ER。 

7.35 设 R, 是 A 上 的 等 价 关系 ,R: 是 B 上 的 等 价 关 系 , 且 A 隆 如 ,B 隆 名。 关系 RR 满 
足 ((zi sy) (zz ,ys))ER 当 且 仅 当 (z1,z2)ERi 且 (y1 ,ys)ER。 证明 R 为 AXB 上 的 等 
价 关 系 。 

7.36 设 尺 是 集合 A 上 的 一 个 二 元 关系 ,证 明 关系 尺 的 自 反 闭 包 的 对 称 闭 包 的 传递 闭 
包 是 包含 关系 R 的 最 小 等 价 关 系 。 

7.37 设 A={a,b,c,d), 在 下 面 列 出 的 A 上 的 诸 二 元 关系 中 ,哪些 是 偏 序 关 系 ? 若是 
偏 序 关系 , 画 出 相应 的 哈 斯 图 。 

(1) Ri={(asa), (56) ,csc), (d,d)} 


(2) Rs={(asb) (b,c) ,Casc)} 学 

(3) Rs 一 {(aya) ,C60) (cc) (asb), (bc) (csa)} 

(4) R={(asa), (6b,6) ,cc), (dd),(a,c),(c,a)} 如 

7.38 已 知 软件 公司 某 项 目 中 10 个 任务 的 哈 斯 图 如 图 7. 11 所 示 。 :6 
e 


(1) 采用 拓扑 排序 求 出 所 有 任务 的 一 个 执行 次 序 。 
(2) 求 出 哈 斯 图 中 所 有 最 长 的 反 链 。 作 
7.39 图 7.12 为 衰 制 中 餐 任务 的 哈 斯 图 。 安 排 任务 顺序 .并 写 出 图 7.11 题 7.38 图 
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哈 斯 图 中 所 有 最 长 的 反 链 。 
7.40 在 如 图 7.13 所 示 的 以 哈 斯 图 表示 的 诸 二 元 关系 中 ,哪些 是 格 ? 


确定 食谱 (a) (b) (©) 
图 7.12 题 7.39 图 图 7.13 题 7.40 图 
7.41 设 D={zlxEN,z|130},R 是 D 上 一 个 二 元 关系 : 对 于 任意 的 z,yED,(z,y)ER 
当 且 仅 当 z|y。 
(1) 写 出 DD。 
(2) 写 出 R。 


(3) 夯 出 偏 序 集 (CD,R) 的 哈 斯 图 。 

7.42 R(A) 是 定义 在 集合 A 上 的 所 有 关系 的 集合 。 如 下 定义 R(A) 上 的 关系 二: 如 
果 RiSR;, 则 RR ,这 里 R 和 R, 是 A 上 的 关系 。 证 明 (R(A), ) 是 偏 序 集 。 

7.43 证 明 有 限 偏 序 集 一 定 有 极 小 元 。 

7.44 证 明 有 限 格 一 定 有 最 小 元 。 

7.45 设 X 为 一 个 非 空 集 ,R 是 X 上 的 一 个 二 元 关系 。 若 尺 满足 反 自 反 性 、 反 对 称 性 
和 传递 性 , 则 称 尺 为 X 上 的 严格 序 关 系 。 设 S 为 X 上 的 一 个 偏 序 关 系 , 证 明 S 一 Ax 为 X 
上 的 严格 序 关 系 。 

7.46 设 (A,<) 和 (As,<:) 是 两 个 偏 序 集 , 记 A 二 Al XA:。 在 4 上 定义 二 元 关系 
科 : 对 于 任意 的 (al yaz),( 记 ,pb)EAXA:,(aiyaz)<(5 2) 当 且 仅 当 a <ipyas 和 :2 。 
证 明 : 

(1) (4, 过) 是 偏 序 集 。 

(2) 若 (Ai ,< 入 ) 和 (A: ,入 :) 是 格 , 则 (A, 科 ) 也 是 格 。 

7.47 已 知 论 域 U= {ei ,e,,e3,es ,es ,es ser ,es) ,RR 为 一 族 等 价 关 系 ,R= {Ri,R,,R,}。 
U/Ri={{e,ez ses}, {esses}, (eeser res}} U/Rs={{e,es reo}, {erer}, {es ,es C8)},U/R, = 
{{e1ves}, {ez ser rer} (esseseres}}, 计算 U/{Ri,R;}.U/{R;,R;} 和 U/{Ri,R;,R;}.。 

7.48 ”给 定 知识 库 KK=(U,R), 其 中 U= {el ,ez ,es3,e4 ,es ,es se1ses)},R 为 一 族 等 价 关 
系 ,U/R={Ei,E,,E;s,E,}), 其 中 El={ei,es,es},Es={ezserrer)} ,Es={es),E, 二 {eo}。 分 
别 计算 集合 {e1 ,es ,es ,es} 和 集合 {el ,es ,e3,es ,es} 的 上 近似 集 、 下 近似 集 、 正 域 和 人 负 域 。 
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函数 也 叫 有 映射。 本 章 介绍 函数 的 基本 概念 和 性 质 ,然后 用 函数 作为 工具 讨论 集合 的 势 。 
81 函数 的 基本 概念 


811 函数 呐 射 削 定 义 


定义 8.1: 设 A 和 B 是 两 个 非 空 集合 ,f 是 从 A 到 B 的 一 个 二 元 关系 , 即 SAXB。 
若 对 于 任意 的 VzE A, 存 在 唯一 的 vyE B, 使 得 (z,y)E 了 , 则 称 /是 A 到 B 的 一 个 函数 ( 映 
射 ), 记 为 


a> 
也 记 为 
ALB 
由 第 7 章 二 元 关系 的 定义 知 ,二 元 关系 可 分 为 空 一 对 一 、 一 对 多 ,多 对 一 和 多 对 多 5 种 


关系 。 根 据 函 数 的 定义 知 , 函 数 实际 上 是 一 对 一 或 多 对 一 的 二 元 关系 。 上 述 函 数 定义 中 的 
唯一 性 也 可 通过 如 下 方式 描述 。 

对 于 Vz,zz€EA, 若 zz 二 x2, 就 有 f(x) 二 f(xs), 则 对 于 任意 的 YrxEA, 存 在 唯一 的 
yEB, 使 得 (x,y) Ef/。 

设 f: A 一 B, 车 (rz,y)Ef, 则 记 为 f(x) 二 y。xEA 称 为 象 源 ,yE B 称 为 象 源 z 在 函数 
了 下 的 象 (或 值 ).A 称 为 定义 域 ,B 称 为 了 的 陪 域 。 

了 (A) 表示 象 集 , f(A)=={f(x)lr€EA}SB。 

设 F: A 一 B,A’SA, 则 f(A’)={f(z)lz€EA’}SB 叫 A' 在 f 作用 下 的 象 集 。 若 B'S 
B, 则 集合 [1(B )=={z€EA|f(z)EB'} 叫 B' 的 象 源 集 ( 或 原 象 集 ) 。 

设 f: A 一 B,A’ 和 A, 可 以 定义 一 个 A’ 到 B 的 新 函数 g ,对 于 任意 的 EA’,g(zx) 一 
f(x)。 函 数 g: A' 一 B 称 为 函数 f: A 一 B 在 A’ 上 的 限制 , 记 为 g==f |4。 

下 面 看 几 个 例子 。 

例 8.1: A 二 {a,b,c} .B= 二 {10,1,2}。 下 列 关 系 中 哪些 是 A 到 B 的 函数 ? 

fi={(a,0),(6,1),(a,2)} 
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f= Wa,0) (bs1) ,C02)} 
R={(,0),00,0) ,Les DY 
fi={(a,0)3(6;1)} 
解 : fi 与 f; 是 从 A 到 B 的 函数 ;fi 不 是 函数 ,因为 对 于 a€EA, 有 两 个 象 0 和 2 与 之 对 
应 ,即使 得 (a,0),(a,2)€ 所 ;f; 也 不 是 函数 ,因为 对 于 cE A., 不 存在 与 之 对 应 的 象 , 即 不 存 
在 yEB, 使 得 (c,y)€f。 
例 8.2: 设 f: A-~B,A'CA,B'SB, 证 明 
CO) FAFA EA! 
ny se: 们 
证 明 : 
(1) 对 于 任意 的 xzE A', 则 由 象 集 定义 知 f(z)E€ f(A'), 再 由 象 源 集 定义 知 zxE 
1(f(4 ), 故 广 1(f(A')) 汪 A'。 
(2) 对 于 任意 的 Ef(f71(B')), 则 由 象 集 定义 知 ,存在 a€ /1(B'), 使 得 z= f(a)。 
因为 a€ /71(B'), 由 象 源 集 定义 知 F(a)EB'。 又 因为 zx= Fa) ,所 以 zxEB'。 
故 f(f71(B'))SB'。 
例 8.2 说明, 定义 域 中 的 一 个 子 集 的 象 集 的 象 源 集 不 小 于 该 子 集 ,而 陪 域 中 的 一 个 子 集 
的 象 源 集 的 象 集 不 大 于 该 子 集 。 一 般 地 ,有 
入 
MFNB DRAB 
例如 ,A= {bcsd},B={1,2,3.4}) ,f={Car1) (06, D(C,2) (ds3)} ,A = {56}, 
B’={3,4}。 
f°1(f(AM'))={a,b,c}A’ 
ff 1(B'))={3}#B’ 
定义 8.2: 设 /: A 一 B,g: CD 是 两 个 函数 ,函数 /和 g 相等 , 即 f= 二 g 当 且 仅 当 A= 
C,B 二 D, 且 对 于 任意 的 zxEA, 有 f(x)=g(zx)。 
定义 8.3: 所 有 从 A 到 B 的 函数 构成 的 集合 称 为 B 上 A. 记 为 B*={f1f: A™B)。 
显然 ,如 果 |A|==m( 关 0) ,1B|==n( 取 0), 则 | Bs|==n”。 
例如 ,A={a,5} ,B= 二 {1,2}), 则 B= 二 {有 ,fz,fs,f1)}。 其 中 : 
= a 
fi={(a,2),(6,2)} 
R= Da) 
fi={(a,2) ,5,D)} 
本 章 仅 讨论 一 元 函数 y= 二 f(z) 的 相关 概念 和 性 质 ,对 于 nn 元 函数 (zi ,… ,Ts), 可 
以 借助 nn 元 组 的 概念 转换 为 一 元 函数 来 研究 , 即 FCz) 王 (Crzz…z)) ,其 中 一 (zi， 
a 
下 面 通过 程序 设计 中 结构 体 的 概念 来 解释 多 元 函数 的 概念 。 
例如 ,已 知 一 个 多 元 函数 如 下 : 


159 


第 8 章 ”函数 与 集合 的 势 


void mltifin(int x, float Y char z){ 


zw" /的 引用 
…Y'”… /的 引用 
zw" /Jz 的 引用 


定义 结构 体 如 下 : 

typedef struct{ 
int x; 
float y; 
Char 2; 

an; 


上 述 多 元 函数 可 借助 结构 体 定义 为 一 元 函数 : 


void mltifin(A a){ 


uaa” /zx 的 引用 
"ay /WN/y 的 引用 
MMe //z 的 引用 
} 
812 函数 的 性 质 


定义 8.4: 设 函 数 /: A 一 B。 

(1) 车 对 于 Yr,zoEA, 若 f(z1) 二 f(xz) ,就 有 zz 二 zx2, 则 称 f 是 A 到 B 的 单 射 卫 数 。 

(2) 车 对 于 VyEB,33xEA, 使 得 y= 二 f(x), 则 称 f 是 A 到 B 的 满 射 函数 。 

(3) 若 既是 单身 函数 又 是 满 射 函数 , 则 称 了 是 双 射 函数 ,也 叫 一 一 对 应 函数 。 

由 定义 可 得 : 

(1) 车 f: A 一 B 是 满 射 函数 , 则 有 f(A)==B。 

(2) f: A 一 B 是 单 射 函 数 当 且 仅 当 : 对 于 Vx,zs EA, 车 f(z1) 二 f(zx2), 则 有 zx 一 zx; 
对 于 Vxz,zzEA, 车 隆 x2, 则 有 f(zx1) 关 f(x)。 

(3) f: A 一 B 是 满 射 函 数 当 且 仅 当 对 于 VyE B, 3x€EA, 使 得 y=f(zx)。 

例 8.3: 判断 下 列 函数 是 否 为 单 射 、 满 射 或 双 射 。 

(1) f: N>N,f(x)=27x 

(2) f: Z>2Z, f(x)=z+3 

(3) f: R>R,f(z)=z(z—1) 


离散 数学 


解 : (1) 因为 对 于 Vzi,zz EN, 若 f(z1) 二 f(z2), 则 2z 二 2z2s, 于 是 有 zi 一 zz ,所 以 了 
为 单 射 。 因 为 1 EN, 不 存在 TEN, 使 得 f(x) 二 1, 所 以 不 是 满 射 。 

(2) 对 于 Vzi,zxz EZ, 车 f(z1) 二 f(z2), 则 有 zz 十 3 二 zz 十 3, 于 是 x! 二 x2, 所 以 了 为 单 
射 。 又 因为 对 于 Vy€E2Z, 则 存在 x 二 y 一 3EZ, 使 得 f(x) 一 y 一 3 十 3 二 y, 所 以 为 满 射 。 故 
了 为 双 射 。 

(3) 对 于 zi 二 0,zs 二 1, 显 然 有 f(z1)= 二 (zs) 二 0, 但 zi 关 z;, 所 以 了 不 是 单 射 ,更 不 是 
双 射 。 又 一 1 ER, 但 对 于 任意 的 ZzER,f(z) 关 一 1, 所 以 f 不 是 满 射 。 

一 般 情 况 下 ,一 个 函数 是 满 射 和 是 单 射 之 间 没 有 必然 联系 ,但 当 A 和 B 都 是 有 限 集 时 ， 
有 如 下 定理 。 

定理 8.1: 设 f: A-~B,A 和 B 都 是 有 限 集 , 且 |A|==1B|, 则 了 是 单 射 当 且 仅 当 f 是 
满 射 。 

证 明 : 若 /是 单 射 , 则 |A|=|1f(A)|。 因 为 |A1==1B1, 所 以 |f(A)|=1B1。 由 了 的 定 
义 知 f(A)SB, 由 |f(4A)|==1B1 且 B 为 有 限 集 得 f(A) 二 B, 所 以 是 满 射 。 

车 /是 满 射 , 则 f(A)=B, 于 是 |A|==1B|==|1f(A)|。 又 因为 A 为 有 限 集 ,所 以 了 是 
单 射 。 

例 8.4: 设 f 是 A 到 B 的 函数 , 记 为 /: A 一 B。 定 义 新 函数 5: B>(A), 且 对 于 YbE 
B,g(b) 二 {rEAIf(x)==b}。 证 明 如 果 了 为 满 射 , 则 g 为 单 射 。 反 之 成 立 吗 ? 

证 明 : 用 反 证 法 证 明 。 

对 于 Vb1,bsEB. 车 如 了 by, 设 g(b) 二 g(bs), 由 8g 的 定义 知 g(01)、g(bs) 为 A 的 子 集 。 
因为 是 A 到 B 的 满 射 ,所 以 由 ,bEB 知 ,a,as€EA, 使 得 f(a1)==b ,f(as)= 二 bs, 从 
而 有 g(61) 关 名,g (by) 隆 名。 由 g(01)= 二 g(bs) 知 ,3xEg(b1) 二 g(bs)。 由 的 定义 知 ， 
f(z)==b ,f(z) 二 bo, 因此 b 二 bo ,与 b 关 bs 矛盾 。 故 g 为 单 射 。 

反之 不 成 立 。 例 如 ,A=={0,1},B={a,b,c} ,A)={ 名 ,{0},{1},{1,2)},f 和 gg 定义 
如 下 : 


fs Ms g: B>AA) 
0>a a>{0} 
I$ EL 
[3 < 一休 
{1,2} 


显然 ,g 为 单 射 ,但 /不 是 满 射 。 


82 函数 的 复合 和 逆 函 数 


821 函数 的 复合 


函数 是 特殊 的 二 元 关系 ,所 以 二 元 关系 的 复合 运算 也 可 以 定义 在 函数 上 。 
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定义 8.5: 设 1: A~>B,g: BC 是 两 个 函数 ,f 与 g 的 复合 (合成 ) 是 一 个 从 A 到 C 的 
函数 , 记 为 g*f, 且 对 于 任意 的 z<EA 有 
g°f(z)=g(f(z)) 


首先 看 一 个 例子 。 
设 A={0,1,2},B={z,y,z,t} ,C= {a,b,c}。 
yf: A=B g: BC gf A=C 
O-=% we 0>a 
l>y yb lb 
2 一 y 和 = 2 一 0 


We 
上 述 函 数 f: A 习 B,g: B>C 也 可 以 用 二 元 关系 分 别 表示 为 
f={(0,z),(1,y),(2,y)} 
g={(z,a) (yb),(z,6), (tc)} 

车 作为 二 元 关系 f 与 g 的 复合 ,应 该 有 f°。g= 二 {(0,a),(1,5),(2,6))}。 容 易 看 出 ,作为 
函数 f 与 g 的 复合 为 g。j 太 一 {(0,a),(1,0),(2,0)} ,与 二 元 关系 的 复合 F*g 刚好 相等 。 约 
定 , 若 太 和 8g 均 是 函数 ,f 与 g 的 复合 ,除非 声明 是 作为 二 元 关系 的 复合 处 理 外 ,一 律 记 为 
g。f ,其 余 情 况 记 为 F*g。 

显然 ,关于 二 元 关系 的 复合 满足 结合 律 , 函 数 关 系 复合 也 满足 结合 律 。 

定理 8.2: 设 f: A>B,g: B>C,h: C>D, 则 he(g°f)=(h°g)°f。 

证 明 : 对 于 Vrz€EA,he(g°f 有 (rz)=h(g° f(r))=h(g(f(z)))B (heg) °° f(r)=h° 
g(f(z))==hCg(f(z))), 因 此 heCg。 有 (Zz) 二 (hog)。f(z), 由 函数 相等 的 定义 知 h。(g of) 二 
(hog)°f, 

定理 8.3: 设 1: A>B,g: BC。 

(1) 如 果 f 和 g 均 是 单 射 , 则 g。f 也 是 单 射 。 

(2) 如 果 f 和 g 均 是 满 射 , 则 g。f 也 是 满 射 。 

(3) 如 果 f 和 g 均 是 双 射 , 则 g。f 也 是 双 射 。 

证 明 : 

(1) 对 于 Vzri,zzEA, 车 g°f(z1)=g°f(zz), 则 g(f(z1))=g(f(zs))。 因 为 1 是 A 
到 B 的 函数 ,所 以 由 zi ,x2 EA 知 f(z),f(zs)E€B。 因 为 g 是 单 射 , 所 以 有 f(x) 二 
f(zz) ,又 因为 了 是 单 射 ,所 以 有 zz 一 x;。 因 此 g。f 是 单 射 函数 。 

(2) 对 任意 的 <EC, 因 为 g 是 满 射 ,所 以 存在 yEB, 使 得 g(y) 二 z=。 又 因为 f 是 满 射 ， 
所 以 由 y€EB 知 ,存在 rz€EA 使 得 f(x) 二 y。 于 是 z=g(y)=g(f(z))=g°f(z)。 所 以 g°f 
是 满 射 函数 。 

(3) 由 (1) 和 (2) 知 g* 太 也 是 双 射 。 

例 8.5: 设 f: 4A-~B.sg: BC, 若 g 是 B 到 C 的 单 射 , 且 g* 太 是 A 到 C 的 满 射 , 则 了 是 
A 到 B 的 满 射 。 

证 明 : 对 于 Vy€EB, 因 为 g 是 B 到 C 的 函数 ,所 以 存在 唯一 的 <EC 使 得 g(y) 二 z=。 又 
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为 g*f 是 A 到 C 的 满 射 ,所 以 由 =EC 知 , 存 在 zxEA 使 得 gs "jz) 一 =, 于 是 g(CFCz)) 一 
z 二 g(y)。 因 为 g 是 B 到 C 的 单 射 ,所 以 > 一 zz) 。 

因此 ,f 是 A 到 B 的 满 射 。 


822 左 可 北国 数 、 右 可 逆 函 数 和 逆 函 数 


下 面 讨 论 可 道 的 函数 以 及 可 道 函 数 的 逆 函 数 。 

定义 8.6: 设 /: A 一 B, 若 存在 函数 g: B 一 A, 使 得 g。f=A4, 则 称 三 是 左 可 逆 函 数 , 并 
称 g 是 了 的 左 道 函数 。 

设 f: A 一 B, 若 存在 函数 g: BA, 使 得 f°g 一 As, 则 称 /是 右 可 逆 函 数 ,并 称 g 是 了 
的 右 逆 函数 。 

车 三 既是 左 可 逆 函 数 ,又 是 右 可 逆 函 数 , 则 称 上 是 可 逆 函 数 。 

下 面 给 出 可 逆 函 数 的 性 质 , 并 给 出 左 可 逆 函 数 . 右 可 逆 函 数 和 可 逆 函 数 的 等 价 条 件 。 

定理 8.4: 设 f: AB, 若 /是 可 逆 函 数 , 则 存在 唯一 的 g: BA, 使 得 sg" 一 As 且 太 。 
g=Ap。 

证 明 : 因为 F: A 一 B 是 可 北 函 数 , 即 f 既是 左 可 首 函数 又 是 右 可 道 函 数 , 由 定义 知 , 存 
在 右 道 函数 g; : B 一 A ,存在 左 道 函数 g;: B 一 A, 使 得 g -f= 二 A 有 日 f°g; 二 As。 于 是 ， 

Bg1=g1°As—=g1°(f °g2)=(g°f)°gs—=Aa gs —g2 

即 存在 g==g 二 go: B 一 A, 使 得 公式 g。f 二 As 且 f°。g 二 Asp 同时 成 立 。 由 此 证 明 也 可 以 看 
出 ,g 是 唯一 的 。 

根据 定理 8. 4 知 , 对 于 可 逆 函 数 f ,存在 唯一 的 函数 g 使 得 公式 g。f 二 A4 且 太 "8g 一 As 
同时 成 立 , 称 g 为 的 逆 函 数 。 规 定 , 用 广 :表示 可 逆 函 数 f 的 逆 函 数 , 它 满足 广 : "一 Aa 
且 f/。f/"' 二 Ap。 并 且 显 然 有 

f={(z,y EBXA|(y,z) ET) 

注意 , 设 /: A 一 B,CSB。 对 于 可 道 函 数 f ,存在 唯一 逆 函 数 广 : , 象 源 集 广 !(CC) 可 以 
理解 为 子 集 C 在 三 作用 下 的 象 集 。 对 于 非 可 逆 函 数 了 ,不 存在 逆 函 数 广 :, 象 源 集 广 (CC) 
并 非 子 集 C 在 广 ! 作 用 下 的 象 集 。 

定理 8.5: 设 f: A 一 B., 则 

(1) f 是 左 可 逆 函 数 当 且 仅 当 了 是 单 射 。 

(2) f 是 右 可 逆 函 数 当 且 仅 当 了 是 满 射 。 

(3) 了 是 可 道 函 数 当 且 仅 当 了 是 双 射 。 

证 明 : (1) 先 证 必要 性 。 因 为 了 是 左 可 逆 函 数 , 所 以 存在 g: BA, 使 得 g*f 二 Aa。 于 
是 ,对 于 任意 的 zi1,zz EA, 车 f(z1)==f(zz), 则 有 gC(f(z))=g(f(zz)), 即 g :f(x)= 
gg f(z2), 所 以 A4(z1)= 二 As(zz), 也 即 z= 二 x;。 所 以 是 单 射 。 

再 证 充分 性 。 假 设 f 是 单 射 。 

对 于 任意 的 yE 了 ,考察 子 集 4 一 {(zEAIFCz)= 一 >)}。 

车 yE f(A), 则 A' 关 名 ,又 了 是 单 射 ,A' 中 有 且 只 有 一 个 点 zx,, 即 A’=={x,)。 


t 
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现 定义 一 个 从 B 到 A 的 函数 g 
_ [zy 著 yEf(A) 
St 
这 里 ,任意 取 定 zEA。 由 定义 知 g: B->A 是 一 个 函数 ,上 且 对 于 任意 zxEA, 有 
g°f(rz)=g(f(7z))=zr=Aa(z) 

由 函数 相等 的 定义 知 g*f 二 As4。 所 以 ,f 是 左 可 道 函 数 。 

(2) 先 证 必要 性 。 因 为 了 是 右 可 逆 函 数 ,所 以 存在 g: B 一 A, 使 得 f°*g 一 As。 于 是 ,对 
于 任意 的 Vy€EB, 有 y= 二 Ap(y) 二 f"g(y) 二 f(g(y)), 即 存在 z= 二 g(y) EAh, 使 得 f(x)==y。 
故 了 是 满 射 。 

再 证 充分 性 。 因 为 了 是 满 射 ,所 以 对 于 任意 的 yE B, 存 在 +E A, 使 得 f(x) 二 y, 故 
A' 二 {rEAIf(z)= 二 y} 隆 名。 现 定义 一 个 从 B 到 A 的 函数 g: 对 于 任意 的 yEB,g(Cy) 一 
zy， 这 里 任意 取 定 x, EA’。 由 定义 知 ,g: B 一 A 是 一 个 函数 , 且 对 于 任意 的 y€ B, f°g(y) 
三 f(g(y)) 二 f(xy) 二 y= 二 Ap(y), 由 也 数 相等 的 定义 知 f。g 二 As。 所 以 了 是 右 可 逆 函 数 。 

(3) 先 证 必要 性 。 由 (1) 和 (2) 的 结论 是 显然 的 。 

再 证 充分 性 。 因 为 f 是 双 射 函数 ,对 于 任意 的 yE B, 子 集 A' 二 {rEA1f(z) 二 y} 中 有 
且 只 有 一 个 点 xz,, 即 A’={x,}。 

现 定义 一 个 从 B 到 A 的 函数 g: 对 于 任意 的 yEB,g(y) 二 +,。 由 定义 知 g: B 习 A 是 
一 个 函数 , 且 对 于 任意 zEA,g。f(z)=g(f(z))=zx=An(z), 即 有 g。f=An, 且 对 于 任意 
yEB,f°g(y)=f(g(y))=f(zy)=y=As(y), 即 有 f°g=As。 

所 以 ,f 是 可 道 函 数 。 

例 8.6: 设 f: N 习 N, 对 于 任意 的 nEN,f(n) 二 2n 十 1。/ 是 否 左 可 逆 ? 是 否 右 可 逆 ? 
是 否 可 逆 ? 若是 ,请 给 出 左 可 道 函 数 、 右 可 道 函数 或 逆 函 数 ,这 样 的 逆 函 数 能 举 出 多 少 个 ? 

解 : 显然 /是 单 射 , 不 是 满 射 ,也 不 是 双 射 。 由 定理 8.5 知 ,f 是 左 可 道 函数 , 仅 有 左 可 
逆 函 数 。 例 如 ,g: N 习 N, 且 对 于 YnEN, 有 


= Bl) 车 nn 是 奇数 


2 若是 偶数 

显然 ,g: NN 是 f 的 一 个 左 可 道 函 数 。 这 样 的 左 可 道 函 数 可 以 举 出 无 数 个 ,实际 上 可 以 
随意 改变 g 在 偶数 点 的 值 ,就 可 以 得 到 新 的 左 可 道 函数 。 

例 8.7: 设 A 和 B 是 两 个 非 空 集合 , 设 f: A 一 B, 在 A 上 定义 一 个 二 元 关系 RR: 对 于 任 
意 的 zx,yEA,(z,y)ER 当 且 仅 当 f(z)==f(y), 则 

(1) R 是 A 上 的 一 个 等 价 关系 。 

(2) 一 定 存 在 一 个 单 射 函 数 三: A/R 一 B, 使 得 太 -p= 太 ,其 中 ,函数 p: A 一 A/R 称 为 自 
然 映射 , 对 于 任意 的 <cEA,p(a) 一 [a J]r。 

证 明 : 

(1) 先 证 RR 是 A 上 的 一 个 等 价 关 系 。 

自 反 性 : 对 于 任意 的 zxEA, 由 函数 的 定义 知 f(z) 二 f(z), 因此 (zx,z)ER。 
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对 称 性 : 对 于 任意 的 z,yEA, 若 (z,y)ER, 则 有 F(z)=Cy), 即 有 FCy) 王 rz), 从 
而 有 (>y,z)ER。 

传递 性 : 对 于 任意 的 z,y,=EA, 若 (z,y)ER,. 上 且 (y,=)ER, 则 Fz)=FCy), 且 yy) 一 
f(z), 从 而 有 f(z) 二 f(z) ,因此 (zx,z)ER。 

综 上 ,R 是 等 价 关 系 。 

(2) 作 函 数 f: A/R 一 B, 且 对 于 V [a Jk€A/R,f([ajr)=f(a)。 

首先 必须 证 明 了 是 一 个 函数 , 即 每 一 个 等 价 类 的 象 是 唯一 确定 的 , 即 与 等 价 类 的 代表 
元 的 选取 无 关 。 

对 于 V [ajr,[6]r EA/R, 车 [ajr 二 [6b]Jr, 则 aE€[6b]r,; 从 而 有 (a,6b)ER, 即 f(a)= 
(6) ,于 是 由 了 定义 知 , (Lajr)==f(a)==f(65)= 了 (LbJr)。 因 此 F 是 一 个 函数 。 

对 于 任意 的 zxEA, 显 然 有 

f°p(z)=f (9(z))= (Lr)=f(x) 

由 函数 相等 的 定义 知 , /yp 一 三 

最 后 证 明 了 是 单 射 。 若 VY [ajJe,[DJa€A/R,f([ajJs) 二 A([5Jr), 则 有 f(a)==f(5)， 
从 而 有 (a,5)ER, 即 [ajr 王 [bjs, 所 以 了 是 单 射 。 
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一 个 集合 的 大 小 也 就 是 一 个 集合 所 含有 的 不 同 元 素 的 多 少 。 对 于 一 个 有 限 集 ,前 面 已 
经 规定 用 |A| 表 示 A 中 不 同 元 素 的 个 数 。 对 无 限 集 怎样 考察 大 小 呢 ? 早 在 1638 年 ,天 文学 
家 伽利略 发 现 ,在 一 定 意义 下 , 正 整 数 集合 

五 一 (人 17235359 


和 正 整数 的 平方 数 的 集合 
三 一 {2.4,9,…} 

的 元 素 一 样 多 。 因 为 , 任 给 一 个 正 整 数 nE 荆 , 则 必 有 唯一 的 一 个 ww EI, 两 者 是 一 一 对 应 
的 ,说 明 工 与 I; 所 含 不 同 元 素 的 数目 相等 。 但是, 另 一 方面 I 又 是 五 的 真子 集 。 这 一 问 
题 引起 了 伽利略 和 与 他 同时 代 的 人 的 困惑 。 康 托 系统 地 研究 了 无 穷 集合 大 小 的 特征 ,提出 
了 一 一 对 应 的 概念 ,把 两 个 集合 能 否 建 立 一 一 对 应 作为 它们 的 数目 是 否 相 同 的 标准 。 

定义 8.7: 设 A 是 一 个 集合 ,集合 A 所 含有 的 不 同 元 素 的 多 少 称 为 集合 A 的 势 ( 或 称 
基数 ), 记 为 card(A) 或 |A|。 

一 般 规定 card(A) 表 示 集 合 A 的 势 , 而 对 于 有 限 集 A, 用 |A| 表 示 集 合 A 的 势 。 本 书 涉 
及 有 限 集 的 情况 较 多 ,为 统一 起 见 , 用 |A| 表 示 集 合 A 的 势 。 

定义 8.8: 设 A、B 是 两 个 集合 .车 存在 f: A 一 B, 且 f 是 双 射 函数 , 则 称 集合 A 与 集合 
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B 的 势 相等 , 记 为 |A|=1B|。 
例 8.8; 已 知 A={rz€ERI0<z<1},B={z€ERI0<zx<1) ,证 明 |A|=1B|。 
证 明 : 建立 A 到 B 的 函数 如 下 : 
f: A=>B 
1 


jl 


2 


让 xz 全 二 

显然 了 为 双 射 。 故 |A1=1B|。 

例 8.9: 设 A.B.C 和 DD 为 4 个 任意 的 集合 ,|4I=1Cl,1BI=1DI, 且 4AnB=CmnD= 
全 ,证 明 |AUBI=1ICUDI。 

证 明 : 因为 |A|=1C1,1B8|=1D1|, 所 以 存在 双 射 f: A 一 C,g: BD。 

构造 关系 ECAUB)X(CUD), 且 对 于 任意 的 zxEAUB, 有 

和 f(z) 若 zEA 
g(x) 车 xEB 

(1) 为 映射 。 

对 于 Vxi,z;:EAUB, 车 工 = 二 zs, 由 ANMmB=O 可 知 zx ,zx EA 或 x1 ,zs EB。 

车 二 ,zx2EA, 则 由 有 的 定义 知 h(ri)= 二 f(z1),h(zrz) 二 f(xs)。 因 为 1 是 A 到 C 的 函 
数 , 所 以 由 坟 二 zz 知 f(z1)= 二 f(xs), 从 而 有 hr) 二 h(x;)。 

车 zi ,zs€B, 则 由 有 的 定义 知 h(zi) 二 g(x1),h(zs) 二 g(zs)。 因 为 g 是 B 到 DD 的 函 
数 ,所 以 由 二 二 zs 知 g(xi) 二 g(xs), 从 而 有 有 h(i) 二 h(xs)。 

故 ,为 AUB 到 CUD 的 函数 。 

(2) 为 单 射 。 

对 于 Vzi,zsEAUB, 若 有 有 h(x) 二 h(xs), 由 并 集 的 定义 知 ,zi ,zs EA, 或 zi1,zxs€B， 
或 TEA 目 Xx;EB, 或 TEB 且 x,EA。 

先 证 IEA 且 x2EB, 或 IEB 有 目 x;EA 不 可 能 成 立 。 

车 Tz1EA 且 xz2€E€B, 由 h(xzi) 二 h(x,) 得 ,f(x1) 二 g(xs), 因 为 1 是 A 到 C 的 函数 ,g 是 
B 到 DD 的 函数 ,所 以 f(zx1)EC.g(zxs)ED, 由 f(x1) 二 g(xs) 知 ,CND 关 人 ,与 已 知 巴 盾 , 故 
ZX1EA 且 xzs€B 不成立; 同 理 可 证 ,xz1 EB 且 zx;€A 不 成 立 。 

车 zis;zs EA, 由 hh(zi)= 二 h(zs) 得 f(z1)= 二 f(zs), 因 为 1 是 A 到 C 的 单 射 ,所 以 
ZI1 一 2o 


车 zi1,T2EB, 由 有 h(x) 二 h(xzzs) 得 g(xz)= 二 g(xs), 因 为 g 是 B 到 DD 的 单 射 ,所 以 
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综 上 人 为 AUB 到 CUD 的 单 射 。 
(3) 为 满 射 。 
对 于 VyECUD, 则 由 并 集 的 定义 知 yYEC 或 yED。 
车 yEC, 因 为 f 是 A 到 C 的 满 射 ,所 以 zx€E ACSAUB, 使 得 h(x)= 二 f(x) 二 y。 
车 yED, 因 为 g 是 B 到 DD 的 满 射 ,所 以 3x€E BSCAUB, 使 得 h(r) 二 g(x) 二 y。 
故 ,h 为 AUB 到 CUD 的 满 射 。 
综 上 ,hh 为 AUB 到 CUD 的 双 射 。 
故 ,|AUBI=|ICUDI。 


832 有 限 集 和 无 限 集 


定义 8.9: 设 A 是 一 个 非 空 集合 , 若 存 在 nEN, 使 得 
1A|=1{0,1,2,…,n—1}| 
则 称 集合 A 是 有 限 集 , 记 为 |A| 二 n。 如 果 A 不 是 有 限 集 , 它 就 是 无 限 集 。 
定理 8.6: 自然 数 集 N 是 无 限 集 。 
证 明 : 用 反 证 法 , 设 存在 nEN,|N| 二 nx。 则 存在 
f: 410,1,2,.°%° ,nO—1}—>N 
是 双 射 。 令 =max {F(0) ,f(D ,fC2),… ,fn 一 1)) 十 1, 显 然 kEEN, 对 于 任意 的 ZE {0,1， 
2,… on 一 1) ,f(z) 隆 &。 因 此 /不 是 满 射 函 数 ,与 了 是 双 射 函数 矛盾 。 蔬 盾 说 明 不 存在 2E 
N, 使 得 |N| 二 n, 故 N 不 是 有 限 集 ,是 无 限 集 。 
任何 一 个 有 限 集 的 真子 集 的 元 素 个 数 一 定 比 原 集合 的 元 素 个 数 要 少 , 即 , 若 ACB, 则 
IAl<IBl。 
但 在 无 限 集中 ,这 个 结论 就 不 一 定 成 立 了 。 例 如 ,A 二 {rE N| 存 在 kEN,x 二 2k) ,显然 
A 是 偶数 集 , 它 是 自然 数 集 N 的 真子 集 。 令 f: N 一 A, 对 于 任意 的 nEN,f(n) 二 2n。 
不 难 证 明 ,f 是 双 射 函数 ,于 是 有 IN|==|1A|。 


833 可 数 无 限 集 和 不 可 数 无 限 集 


定义 8.10: 设 A 是 一 个 集合 ,车 |A1==|N|, 则 称 A 为 可 数 无 限 集 , 记 为 |A|= 污 ,( 读 作 
“ 阿 列 夫 零 ”) 。 否 则 称 为 不 可 数 无 限 集 。 

一 个 可 数 无 限 集 A 可 以 表示 为 A 一 {al az， ao …}。 

例 8. 10: 试 证 明 Z 是 可 数 无 限 集 。 

证 明 : 构造 p: N-~Z, 且 对 于 YrzEN, 有 


+1 


2 
9(7z)= 


2 
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显然 ,p 是 双 射 函数 ,于 是 有 |N| 王 |ZI| 。 

故 ,Z 是 可 数 无 限 集 。 

例 8.11: 设 A 和 B 是 两 个 可 数 集合 , 则 AUB 也 是 可 数 集合 。 

证 明 : 因为 A 和 B 是 两 个 可 数 集合 ,如 果 它 们 相交 ,可 以 用 B 一 A 来 代替 B。 因 为 AN 
(8 一 A) 二 名, 且 AU(B 一 A) 一 AUB。 不 失 一 般 性 ,可 以 假设 A 和 B 是 不 相交 的 。 再 者 ， 
不 失 一 般 性 ,如 果 两 个 集合 之 一 是 可 数 无 限 的 而 另 一 个 是 有 限 的 , 则 可 以 假设 B 是 那个 有 
限 集 。 

(1) 车 A 和 B 均 为 有 限 集 ,AUB 也 是 有 限 集 ,因此 AUB 是 可 数 集合 。 

(2) 车 A 是 可 数 无 限 集 ,B 是 有 限 集 ,A= {ar,ass… sar,…},B 二 {Bb ,6s，… ,bmn), 可 以 
把 AUB 的 元 素 排 列 为 5 ,bs,… ,bw va,as，…,a,，…, 这 意味 着 AUB 是 可 数 无 限 集 。 

(3) 车 A 和 B 均 为 可 数 无 限 集 , 则 A={ail,az,*…,an,…},B 二 {01,b2 ,bm 。 可 
以 把 AUB 的 元 素 排列 为 无 限 序列 ai ,ma ,az ,2 av 加, 所 以 AUB 是 可 数 无 限 集 。 

定理 8.7: 设 A 是 一 个 任意 无 限 集 , 则 A 中 存在 一 个 可 数 无 限 子 集 , 即 存在 子 集 BSA， 
使 得 1B|= 。。 

证 明 : 取 B= 名 。 在 A 一 B 中 任 取 一 个 元 素 , 记 为 a。 EA 一 B, 并 将 a。 婉 入 B 中 , 即 有 
B={ao}。 在 A 一 B 中 任 取 一 个 元 素 , 记 为 a EA 一 B, 并 将 al 置信 B 中 , 即 有 B= {ao,al)。 
依 此 类 推 ,得 到 B= 二 {ao sa,as，…,a,-1)。 在 A 一 B 中 任 取 一 个 元 素 , 记 之 为 a, EA 一 B, 并 
将 w 置 人 B 中 , 即 有 B={ao sasas，…,a,-1ran)}。 因 为 A 是 无 限 集 ,以 上 工作 可 以 一 直 进 
行 下 去 ,于 是 可 以 得 到 B={ao sal az，…a-iya} SA。 

舟 此 ,可 以 建立 双 射 函数 F: NB, 且 对 于 Vn€EN,f(n)=a,。 

所 以 ,1BI|= No, 且 BSA。 

定理 8.8: A 是 无 限 集 当 且 仅 当 A 中 存在 真子 集 B ,使 1B|=1A1|。 

证 明 : 先 证 必要 性 。 假 定 A 是 无 限 集 ,由 定理 8.7 知 A 中 有 子 集 CSA, 使 得 1C|= 
党 。。 不 妨 设 C={al,as,… ,a,,…}。 令 B=A 一 {a}, 则 B 是 A 的 真子 集 , 即 BCA。 构 造 
函数 /: A 一 B, 且 对 于 VzEA, 有 


车 zwEA 一 C 
La aii 车 x=ai€C 
显然 ,f 是 双 射 函数 , 故 |B|==1A|。 

再 证 充分 性 ,用 反 证 法 。 若 A 不 是 无 限 集 , 则 A 是 有 限 集 , 令 1A|=n, 不 妨 设 A= {al， 
qs， ,an)。 显 然 ,A 的 任何 真子 集 与 A 之 间 不 存在 双 射 函数 ,与 充分 性 条 件 矛 盾 。 故 A 是 
无 限 集 。 

例 8.12: A 是 无 限 集 ,B 是 可 数 无 限 集 , 证 明 |AUBI=14|。 

证 明 : 因为 A 是 无 限 集 , 所 以 由 定理 8. 7 知 ,存在 一 个 可 数 无 限 集 CSA。 又 因为 B 是 
可 数 无 限 集 , 所 以 BUC 也 是 可 数 无 限 集 ,因此 存在 双 射 函数 f: C>(BUC)。 构造 函 数 p: 
A-~>~AUB( 即 (A 一 CIUC->(A 一 C)UCBUC)), 且 对 于 VzEA, 有 

f(z) 车 xEC 
?= 若 zEA 一 C 
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显然 ,p 为 双 射 。 
故 ,IAUB|=|Al。 
4 9: A 和 B 是 集合 ,车 A 是 不 可 数 无 限 集 , 且 ASB， 有 CR 
: 设 BB 是 可 数 无 限 集 , 则 B 可 以 排列 成 B= {6b ,6b,，… 。 在 这 个 序列 中 ,从 
bi Bye tte 中 的 第 一 个 元 素 记 为 ai ,第 二 个 i 为 无 限 集 , 则 
从 BB 中 可 以 得 到 A 中 元 素 的 序列 A 二 {a ,as，… ai，,…), 所 以 A 是 可 数 无 限 集 。 这 与 已 知 
矛盾 ,因此 B 是 不 可 数 无 限 集 。 
例 8.13: 证 明 实 数 集 是 不 可 数 无 限 集 。 
解 : 设 实数 集 是 可 数 无 限 集 , 则 集合 A== {rE R10 三 xz 二 1) SR 也 是 可 数 无 限 集 。 因 为 
IN|=|1A|, 所 以 存在 双 射 函数 p: N 一 A ,不 失 一 般 性 , 设 
(0)=0. awaoaos 


9(1)=0. aioanalz… 
JP(2) 一 0.azoazlazz… 


Wb as 


其 中 ,afE{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}。 构 造 5 二 ,其 中 
雄二 9 一 Gu Wi 
le 若 uaz=9 
显然 05 过 1, 即 5€ A, 但 对 于 任意 的 1 EN,ai 隆 bi, 故 pg( 门 取 b。 这 与 9 是 满 射 蔬 盾 ， 
说 明 A 不 是 可 数 无 限 集 。 又 因为 ASR, 所 以 由 定理 8.9 知 ,实数 集 是 不 可 数 无 限 集 。 
例 8.13 中 的 证 明 方法 是 由 乔治 ， 康 托 尔 于 1879 年 引入 的 证 明 方法 , 即 所 谓 的 康 托 尔 
对 角 线 法 。 


84 集合 势 大 小 的 比较 


8. 3 节 讨 论 了 两 个 集合 势 相等 的 概念 ,本 节 比 较 两 个 无 限 集 的 势 的 大 小 。 
841 集合 势 的 大 小 


定义 8.11: 设 A、B 是 两 个 集合 .车 存在 f: A~B 是 单 射 函数 , 则 称 集合 A 的 势 小 于 或 
等 于 集合 B 的 势 , 记 为 |A| 三 1B|。 车 |A| 志 1B|, 且 |A1 冯 1B1, 则 称 集合 A 的 势 小 于 集合 
B 的 势 , 记 为 |AI 志 1B1|。 

由 定义 不 难 知 ,NI 去 |Rl。 

例 8.14: 若 A 是 任意 集合 , 则 |A| 二 12*|。 

证 明 : 作 p: A 一 24, 且 对 于 YrzEA,g(z) 二 {x}) ,显然 ,p 是 一 个 函数 , 且 是 单 射 函 数 , 故 
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有 |Al 志 124|。 

下 面 证 明 |A| 关 |2*|。 

车 |A| 二 124|, 则 存在 双 射 函数 f: A 一 24, 且 对 于 VrEA,f(z)E24, 即 f(z)SSA。 构 
造 集合 M 一 {rEA|z#f(z)}。 由 M 的 定义 知 MSA, 即 ME 24。 
和 为 f 是 双 射 ,所 以 存在 a€ A, 使 得 Fa) 王 M。 

下 面 看 一 个 矛盾 现象 ,a 是 一 个 元 素 ,M 是 一 个 集合 ,根据 元 素 与 集合 的 关系 知 a€ M 
或 者 a& M。 

车 aEM, 因 为 f(a)= 一 M, 所 以 a€ f(a), 但 由 M 的 定义 知 & 代 M, 矛 盾 。 

车 aFM, 因 为 f(a) 二 M, 所 以 a$F f(a), 但 由 M 的 定义 知 wcEM, 了 矛盾 。 

即 不 存在 A 到 24 的 双 射 函数 1。 于 是 ,1A1 关 |24|。 

雹 ?| 为 | 志 |24|。 

此 定理 表明 没有 最 大 势 的 集合 。 

定理 8.10: 设 A.B 和 C 是 3 个 任意 集合 。 若 |AI<IBI 且 1B|<IC|, 则 |Al<l|cl。 

证 明 : 因为 |A| 三 |B|, 则 存在 单 射 函数 f/: A 一 B; 又 因为 |B| 三 |C|, 则 存在 单 射 函数 
8g: BC。 于 是 ,g*f: A 习 C 也 是 单 射 ,所 以 由 定义 8.11 知 ,|A|<IC|。 


842 伯 恩 斯 坦 定 理 


定理 8.11: 设 A、B 是 两 个 任意 集合 ,车 |AI<1B1, 且 1B|<|1A1, 则 |A1=1B1。 

此 定理 叫 伯 恩 斯 坦 定 理 ,对 证 明 集合 势 相 等 很 有 用 。 由 于 证 明 复杂 ,在 此 省 略 。 

例 8.15: 有 理 数 集 Q 是 可 数 无 限 集 。 

证 明 : 作 f: N 一 Q, 且 对 于 任意 的 EN,f(zx) 二 zx。 显然 ,f 是 单 射 ,于 是 有 |N| 志 1Q|。 
又 乙 是 整数 集 ,1Z|=|IN|, 且 |ZxZ|=|N|。 


构造 p: QZXZ, 对 于 任意 有 理 数 人 EQ, 其 中 pyEZ(p>0),p 与 g 互 质 , 令 /: Ee 


(gq,p) ,显然 ,f 也 是 单 射 ,所 以 1Q| 三 |ZxZ|I。 由 于 |ZXZ|=|N|, 所 以 1Q| 二 IN1。 由 伯 恩 
斯 坦 定理 知 1Q|==|N|。 
故 有 理 数 集 Q 是 可 数 无 限 集 。 


85 馈 巢 原理 


所 谓 铀 梨 原 理 也 称 为 抽 导 原理 ,通俗 的 讲法 是 : 假设 有 几 只 铝 子 住 在 几 个 蚀 集 中 ,如 果 
鸽子 的 数目 比例 巢 数目 多 ,那么 一 定 会 有 一 个 铝 巢 至 少 住 了 两 只 鸽子 。 

命题 8.1: 设 A 和 B 是 两 个 有 限 集 , 且 1A| 二 1B|. 对 于 从 A 到 再 的 任意 一 个 映射 : A 
一 也 ,一 定 存在 w 和夫 asEA, 使 得 Fa ) 一 az )。 

命题 8.2: 设 A 和 B 是 两 个 有 限 集 , 且 |A| 二 1B|. 记 
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141 
二 6 
这 里 并 纹 不 小 于 zz 的 最 小 整数 。 对 于 从 A 到 B 的 任意 一 个 映射 和 : A~B, 在 A 中 必 存 在 i 
个 不 同 元 素 wm ,as，,… ,ai; ,使 得 
fla)=f(a)=*…= 了 (a) 
证 明 : 采用 反 证 法 。 若 这 个 事实 不 存在 ,那么 对 于 B 中 每 一 元 素 , 最 多 是 A 中 i 一 1 个 
元 素 的 象 , 则 A 中 最 多 有 元 素 1B1(i 一 1D) 个 , 即 14A| 委 1B1G 一 1) ,因此 


替 < 一 ! 


这 与 二 | 价 | 到 下 故 命题 成 立 。 


下 面 给 出 一 些 例子 。 

例 8.16: 任 取 11 个 整数 ,证 明 其 中 至 少 有 两 个 整数 ,它们 的 差 是 10 的 倍数 。 

证 明 : 设 zi ,zz,…',zu 是 任意 选取 的 11 个 整数 。 任 何 整 数 被 10 除 的 余数 只 能 是 0,1， 
2,…,9 之 一 , 即 有 10 个 余数 。11 个 任意 整数 可 以 看 作 11 只 角子 ,10 个 余数 可 以 看 作 10 
个 铀 梨 , 这 11 只 鸽子 飞 到 10 个 铀 策 中 ,一 定 有 一 个 铝 梨 中 至 少 有 两 只 角子 ,不 妨 设 为 x; 和 
Zj(1i<j 二 11)。 因 为 x; 和 zz; 被 10 除 的 余数 相同 ,所 以 10 能 够 整除 它们 的 差 雪 一 立 。 
故 ,命题 得 证 。 

例 8.17: 在 到 十 1 个 不 同 的 整数 的 序列 中 ,或 者 存在 一 个 长 度 为 n 十 1 的 递增 子 序列 ， 
或 者 存在 一 个 长 度 为 n 十 1 的 递减 子 序列 。 

证 明 : 设 到 十 1 个 不 同 的 整数 的 序列 为 zi ,zo ,TThpio… Tw+41, 从 zh 开始 的 最 长 
递增 子 序列 的 长 度 为 wk, 从 zx 开始 的 最 长 递减 子 序列 的 长 度 为 各 。 每 个 meCR 一 1 2， 
十 1) 都 对 应 了 (ao 和) 。 若 不 存在 长 度 为 十 1 的 递增 或 递减 子 序列 , 则 a 二 nn,b 全 n。 形 如 
(ax ,bi) 的 不 同 的 点 对 至 多 有 nn? 对 ,而 zx 有 和 于 十 1 个 ,根据 向 巢 原理 , 必 有 z 和 xz) (1 二 i 二 
j 生 玉 十 1) 同 时 对 应 (ai,6;) 二 (qj ,6b;)。 由 于 zi 关 zj ;车工 :之 专 ; 则 ai<<aj; 车 zz 过 zj, 则 a 二 
j。 这 与 (ai,6;) 二 (aj,b;) 蔬 盾 。 

综 上 ,命题 成 立 。 
例 8.18: 设 mm、zz、zs 为 3 个 任意 的 整数 ,yi、ys、ys 为 mm、za、zs 的 任意 一 种 排列 , 则 
2 一 yz 一 yz 一 % 中 至 少 有 一 个 是 偶数 。 

证 明 : 根据 铅 梨 原理 ,zi zz zs 这 3 个 数 中 至 少 有 两 个 数 ,或 同 是 奇数 ,或 同 是 偶数 。 
不 妨 设 这 两 个 数 是 zx 和 zs。 

车 x 和 zs 两 个 数 同 为 奇数 ,于 是 zi 、zs、zs 中 最 多 有 一 个 是 偶数 。 因 为 wm 、 ya 、ys 为 
zszasza 的 任意 一 种 排列 ,而 zi 、zs 、xs 中 最 多 有 一 个 是 偶数 , 故 mw 和 ys 中 至 少 有 一 个 是 
奇数 。 由 于 奇数 与 奇数 之 差 是 偶数 , 故 zi 一 wm .zz 一 中 至 少 有 一 个 是 偶数 。 结 论 得 证 。 

若 和 za 两 个 数 同 是 偶数 ,于 是 zi .zz zs 中 最 多 有 一 个 是 奇数 。 因 为 m .ye 、ys 为 
Zivza zs 的 任意 一 种 排列 ,而 zi 、zz \zs 中 最 多 有 一 个 是 奇数 , 故 wm 和 ys 中 至 少 有 一 个 是 
偶数 ,由 于 偶数 与 偶数 之 差 是 偶数 , 故 zi 一 y 一 ys 中 至 少 有 一 个 是 偶数 。 结 论 同样 
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86 典型 例题 


例 8.19: R 是 实数 集 ,X 是 R 到 [0,1] 的 全 体 函 数 。 若 对 于 Vf,g€EX, 定 义 (f,g)€S 
当 且 仅 当 VxE[0,1],f(zx) 一 g(xz) 宇 0, 证 明 S 是 X 上 的 偏 序 关 系 。 

证 明 : 

(1) 自 反 性 。 对 于 VAEX 且 VxE[0,1], 显 然 有 f(x) 一 f(x)= 二 0 宇 0, 因 此 (f,f)€S。 

(2) 反对 称 性 。 对 于 Vf,g€EX 且 VzxE[0,1], 若 (f,g)E€S 且 (g,f) ES, 则 f(z) 一 
g(Xz) 宇 0 且 g(x) 一 f(z) 宇 0, 从 而 f(x) 二 g(x)。 由 函数 相等 的 定义 知 f==g。 

(3) 对 于 Vf,g,hEX 且 VxzE[L0,1], 若 (f,g)ES 且 (g,h)ES, 则 f(z) 一 g(zx) 宇 0 且 
g(X) 一 h(x) 宇 0, 从 而 有 f(x) 一 h(x) 宇 0。 由 S 的 定义 知 (f,.h)€S。 

综 上 ,S 是 X 上 的 偏 序 关 系 。 

例 8.20: 已 知 A、B.C、D 是 4 个 任意 集合 ,1A|1=1Cc1,1B|=1D1, 证 明 |AXB|= 
lowDl; 

证 明 : 因为 |A|=|1C|,1B|=1D|, 则 存在 双 射 函数 /: A 一 C 和 双 射 函数 g : BD。 构 
造 AXB 到 CXD 关 系 h, 且 对 于 V(a,b5)E AXB, 有 

hab))=(f(a) ,gb)) 

(1) hh 为 函数 。 

对 于 V Cai,b1),(as,b;)EAXB, 车 (a1,b) 二 (as,b,), 则 由 有 序 对 相等 的 定义 知 ,a 一 
az ,可 二 b;。 因 为 f 和 g 为 函数 ,所 以 f(a1)= 二 f(az),g(b1)= 二 g(bs), 从 而 有 (f(a1),g(b1)) 
二 (f(as),g(b:))。 于 是 

hasb))=(f Ca) ,gb))=(f(a) ,gb2)) =h( as ,bs)) 

(2) h 为 单 射 。 

对 于 V Ca,b1),(az,bs)EAXB, 车 h(asb))=h((Ca,b)), 则 Cf (Ca), g(b))= 
(f(as),g(bs))。 根 据 有 序 对 相等 的 定义 知 ,f(a1) 二 f(as),g(b1) 二 g(b,)。 因 为 1 和 gg 为 
单 射 ,所 以 a 二 as ,bi 二 5,。 再 根据 有 序 对 相等 的 定义 知 (a ,61) 二 (as ,0b,)。 

(3) h 为 满 射 。 

对 于 Vl(c,d)ECXD, 有 cEC.d€ED。 因为 /和 g 为 满 射 ,所 以 存在 a€ A,bEB 使 得 
f(a)=c,g(b)=d。 于 是 存在 (a,65)EAXB 使 得 h((a,b))=(f(a),g(b))=(c,d)。 

综 上 ,hh 为 双 射 函数 。 

故 ,|AXB|=|ICxD|。 

例 8.21: 车/ 是 A 到 B 的 满 射 函 数 , 则 |B| 达 |A|。 

证 明 : 设 /是 A 到 B 的 满 射 函 数 , 则 对 于 VyEB, 有 A, 一 {+E€A|f(zx)==y), 且 A, 关 
名 。 现 定义 一 个 B 到 A 的 映射 g ,使 得 

g(y) 一 zyEA,SA 
其 中 ,zy 是 从 非 空 集 A 中 任意 取 定 的 一 个 元 素 。 
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显然 ,车 yi 取 ys, 则 As 门 A,, 一世 ,因此 从 非 空 集 A, 和 A,。 中 任意 选 定 的 两 个 元 素 一 
定 不 相同 , 即 有 zw 隆 z, ,也 即 g(yi) 关 g(Cya)。 
因此 ,g 为 B 到 A 的 单 射 ,所 以 由 定义 知 |B| 三 1A|。 
例 8. 22: 在 边 长 为 2 的 正方 形 内 任 取 17 个 点 ,证 明 至 少 有 两 点 间 的 距离 小 于 或 等 于 
V2/2。 
证 明 : 把 边 长 为 2 的 正方 形 等 分 为 边 长 为 1/2 的 16 个 小 正方 形 , 以 这 16 个 小 正方 形 为 
16 个 铝 梨 ,以 17 个 点 为 饮 子 。 若 这 17 只 蚀 子 飞 向 16 个 铝 策 , 则 总 存在 一 个 铝 梨 ,其 中 至 少 有 
2 只 饮 子 , 即 至 少 有 两 点 间 的 距离 至 多 为 V2/2。 因 此 ,至 少 有 两 点 间 的 距离 小 于 或 等 于 V2/2。 
例 8.23: 对 于 有 穷 集合 A ,证 明 |24| 王 24I。 
证 明 : 对 14A| 进 行 归 纳 证 明 。 
(1) 基础 : 当 |A1=0 时 , 即 A= 名 ,于 是 ,|2*|=| {多}|=1=2* 二 2141。 命 题 成 立 。 
(2) 归纳 : 假设 1A|=n 时 结论 成 立 , 要 证 |A|=n 十 1 时 结论 成 立 。 
不 失 一 般 性 , 设 A 二 BU {a}, 其 中 a B, 于 是 |A|=|BU{a}|=1B| 十 1。 
根据 宕 集 的 定义 可 知 ,22 = 二 22U{CUt{a}|CE23}。 由 于 a B, 所 以 23 站 
{CU {a}1CE23}== 名 。 显 然 ,可 以 构造 一 个 双 射 f: {CU {a}1CE23} 一 23, 使 得 (CU 
{a})=C, 所 以 | {CU {a}lCE23} |=123|。 于 是 
|2*|=|123U{CU {a}lCE2°}| 
一 |28| 十 |{CU{a}1CE22)| 
一 |28| 十 |221| 
一 2|1281| 
显然 ,1B| 二 n。 根 据 归 纳 假设 知 |2 | 二 21 引 ,从 而 有 
|2*|=2|123|=2X2!31=2131+1 =2IAI 
所 以 ,1A|==n 十 1 时 命题 成 立 。 
(3) 由 归纳 法 原理 知 ,结论 对 任意 有 穷 集合 均 成 立 。 


习题 


8.1 N 是 自然 数 集 ,R 是 实数 集 , 以 下 给 出 的 关系 中 哪些 能 构成 函数 关系 ? 
(1 Um smn) [rrrms EE Nai x <20} 
(2) {Cy15y2) | yy ER, ys =y?} 
(3) {Cy1,92) 1y1,y2 ER, y=} 
8.2 设 X={ 一 1,0,1 时 ,并 且 把 关系 三 定义 为 
_ 10 Xiz2>0 
f(ris7z2))= i 


(1) f 是 否 为 函数 ? 
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(2) 三 的 值 域 是 什么 ? 

8.3 设 R 是 实数 集 , 且 对 于 VzER 有 函数 f(x) 二 zx 十 3,g(z) 二 27 十 1,h(x) 二 zx/2。 
sR 

8.4 设 A 和 B 是 两 个 任意 集合 , 且 A,BSX,f 是 集合 X 到 集合 Y 的 映射 。 

(1) 证 明 f(AUB)==f(A)Uf(B) 

(2) 证 明 f(ANB)Sf(A) 门 f(B), 并 说 明 等 号 什么 时 候 成 立 , 即 给 出 等 号 成 立 的 必要 
,并 证 明之 。 

8.5 设 A 和 B 是 两 个 非 空 集合 ,f 是 从 A 到 B 的 函数 ,OA’'SA。 

(1) 证 明 1(f(A')) 宇 A。 

(2) 给 出 1(f(A')) 汪 A 的 例子 。 

8.6 设 A 和 B 是 两 个 非 空 集合 ,f 是 从 A 到 B 的 函数 ,B'SB。 

(1) 证 明 FF (BESB'。 

(2) 给 出 FCF:(CB DCB' 的 例子 。 

8.7 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,yp 是 A 到 A 的 一 个 映射 ,p(y (CA)) 与 9 '(g(A)) 是 否 相 


? 若 肯定 相等 ,请 证 明之 ; 若 不 一 定 相等 ,请 举例 说 明 。 


8.8 设 A 和 B 是 两 个 非 空 集合 ,f 是 从 A 到 B 的 函数 ,CSA,DSB。 证 明 
ACNF DW)=FO ND 
8.9 设 A 和 B 是 两 个 非 空 集合 ,f 是 从 A 到 B 的 函数 ,SSB。 证 明 
f(f°1(S))=SNf(A) 
8.10 已 知 A={1,2,3} 是 一 个 集合 。 请 给 出 一 个 A 到 A 的 函数 三 ,满足 
CD F=f 
(2) fAh 
8.11 指出 下 列 映射 中 哪些 是 单 射 ,哪些 是 满 射 ,哪些 是 双 射 。 
(1) fi: R>R,fi(z)=2z—15 
(2) fo: R>R, fe(z)=z’+2z—7 
(3) fa: NN 一 N, (zyzz) 一 2 
8.12 已 知 A={1,2,3,4,5},B 二 {a,b,c},f 是 A 到 B 的 函数 : 
f(z)=a,1<zr<3;f(4)=6,f(5)=e 
是 否 存 在 B 到 A 的 函数 ,使 得 f°fi 二 As? 若 存在 ,请 举例 说 明 , 并 说 明 最 多 有 


8.13 设 有 函数 f: Z->Z, 对 于 任意 的 i€2,f(i)==2i 一 1。 
(1) 了 是 否 是 单 射 、 满 射 \, 双 射 ? 证 明 你 的 结论 。 
(2) 矿 是否 有 左 可 逆 函 数 、 右 可 着 函数 、 逆 函数 ? 若 有 ,请 具体 给 出 一 个 ,并 说 明 有 多 


光宇 


是 否 


8.14 已 知 上 是 N 到 N 的 映射 , 且 对 于 YzEN,. 有 F(z)=2rz。 厂 是 否 有 右 可 逆 映 射 ? 
有 左 可 逆 映 射 ? 若 有 , 请 给 出 一 个 具体 例子 。 
8.15 设 A.B.C 是 3 个 集合 ,f 是 A 到 B 的 映射 ,g 是 B 到 C 的 映射 。 
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(1) 证 明 ; 车 g*f 是 A 到 C 的 单 射 , 则 /是 A 到 B 的 单 射 。 
(2) 请 举 出 一 个 g*f 是 A 到 C 的 单 射 但 g 不 是 B 到 C 单 射 的 例子 。 
8.16 设 A.B.C 是 3 个 集合 ,f 是 A 到 B 的 映射 ,g 是 B 到 C 的 映射 。 
(1) 证 明 : 车 g°*f 是 A 到 C 的 满 射 , 则 g 是 B 到 C 的 满 射 。 
(2) 给 出 一 个 反例 ,说 明 g。f 是 满 射 ,g 也 是 满 射 ,但 f 不 是 满 射 。 
8.17 NN 是 自然 数 集 ,请 给 出 一 个 从 N 到 N 的 映射 , 它 是 单 射 ,但 不 是 双 射 。 
8.18 A 是 一 个 集合 。 说 明 当 A 是 什么 样 的 集合 时 会 存在 A 到 A 的 映射 且 它 是 单 射 
而 不 是 满 射 , 并 举 一 个 例子 。 
8.19 N 是 自然 数 集 , 举 一 个 从 N 到 N 的 满 射 而 不 是 双 射 的 例子 。 
8.20 用 势 相 等 的 定义 证 明 下 面 两 个 集合 等 势 。 
A={zERlIo 和 zs 和 l) 
B={r€ERI0<z<1} 
8.21 指出 下 列 集合 的 势 各 是 什么 并 简 述 理由 。 
(1) A=={(p,q)1p\g 均 为 整数 ) 
(2) B= 二 {(p,q)1p\q 均 为 有 理 数 } 
8.22 N 是 自然 数 集 ,Z 是 整数 集 ,Q 是 有 理 数 集 ,R 是 实数 集 ,以 下 哪些 是 可 数 无 
限 集 ? 
(1) A={2n|nEN} 
(2) B={z€EZI2=x mod 5} 


(3) QXQ 

(4) D= {zx 十 yilz,yE2Z), 其 中 i= VY 一 1, 为 虚数 单位 。 

8.23 A={n?|n 为 正 整 数 },B=={m”|n 为 正 整 数 }, A.B、AUB、ANnmB、A 一 B 的 势 各 
是 什么 ? 

8.24 A 和 B 都 是 可 数 无 限 集 ,说 明 A 一 B 的 势 可 能 有 哪 几 种 不 同 的 情况 ,并 举例 说 
明 你 的 结论 。 


8.25 A 是 有 限 集 ,B 是 可 数 无 限 集 .证 明 AXB 是 可 数 无 限 集 。 

8.26 A 是 有 限 集 ,B 是 无 限 集 ,证 明 |AUBI|=|1B|。 

8.27 在 边 长 为 1 的 正方 形 内 任意 放置 9 个 点 ,证 明 其 中 必 存 在 3 个 点 ,使 得 由 它们 组 
成 的 三 角形 (可 能 是 退化 的 ?面积 不 超过 1/8。 

8.28 证 明 : 在 任意 选取 的 n 十 1 个 整数 中 存在 两 个 整数 ,它们 的 差 能 被 n 整除 。 

8.29 证明 : 在 小 于 2 或 等 于 2n 的 2 十 1 个 正 整数 中 存在 两 个 正 整数 ,它们 是 互 素 的 。 

8.30 ”运用 锣 巢 原理 证 明 在 任意 mn 个 相继 的 整数 中 存在 一 个 整数 能 被 m 整除 。 
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图 论 是 以 离散 对 象 的 二 元 关系 结构 为 研究 对 象 。 现 实 中 的 许多 问题 ,如 电网 络 问 题 , 交 
通 网 络 问题 .运输 的 优化 问题 .社会 学 中 某 类 关系 的 研究 ,都 可 以 用 图 这 类 数学 模型 进行 研 
究 和 处 理 。 在 计算 机 科学 的 许多 领域 中 ,如 开关 理论 与 迎 辑 设计 、 人 工 智 能 ,形式 语言 与 自 
动机 、 操 作 系 统 、 编 译 程序 、 信 息 检 索 、Petri 网 和 复杂 网 络 等 方面 ,图 和 图 的 理论 也 有 很 多 重 
要 的 应 用 。 本 章 主要 介绍 图 论 的 基本 概念 、 基 本 理论 及 其 典型 应 用 。 


91 图 的 基本 概念 


有 很 多 实际 问题 ,可 以 抽象 为 有 关 离 散 对 象 的 集合 以 及 集合 中 的 二 元 关系 的 问题 。 例 
如 ,一 个 人 要 把 他 带 的 一 条 狗 ,一 只 羊 和 一 袋 菜 用 一 条 小 船 摆渡 到 河 的 对 岸 。 由 于 这 个 船 非 
常 小 ,每 次 摆渡 这 个 人 只 能 将 狗 、 羊 和 菜 之 一 带 过 去 。 但 是 ,不 能 把 狗 和 羊 , 也 不 能 把 羊 和 菜 
单独 留 在 河 的 同一 岸 ,他 和 狗 、 羊 、 菜 怎样 到 达 对 岸 ? 为 了 回答 这 个 问题 ,首先 建立 一 个 集 
合 ,这 个 集合 以 被 允许 出 现 的 情形 为 元 素 。 例 如 ,人 、 狗 、 羊 和 菜 在 河 的 开始 一 岸 的 情形 记 为 
元 素 ( 人 狗 羊 菜 ,0) ,元 素 (0, 人 狗 羊 菜 ) 表 示 到 了 河 的 另 一 岸 。 而 ( 菜 , 人 狗 羊 ),( 狗 ,人 羊 
菜 )…… 表 示人 允许 出 现 的 各 种 局 面 。 对 于 任意 的 两 种 局 面 , 若 这 个 人 进行 一 次 摆渡 能 从 一 个 
局 面 变 为 另 一 个 局 面 , 这 两 个 局 面 之 间 就 有 关系 R, 即 得 到 了 集合 上 的 一 个 二 元 关系 。 显 然 
这 个 关系 是 对 称 的 ,用 一 个 图 表示 这 件 事 。 在 这 个 图 中 每 一 个 局 面 对 应 图 的 一 个 项 点 , 若 两 
个 局 面 之 间 有 关系 尺 , 则 用 一 条 线段 把 这 两 个 局 面 对 应 的 项 点 相连 接 。 由 于 R 是 对 称 的 ， 
用 直线 而 不 是 射线 连接 ,表示 两 个 项 点 之 间 可 以 来 回 走 。 图 9. 1 就 是 按 题 意 构造 的 图 。 

( 狗 ， 人 菜 羊 ) 〈 人 羊 狗 ， 菜 ) 


(人 狗 羊 菜 , 0 ) 。” 〈 人 狗 菜 ， 羊 ) ( 羊 ， 人 狗 菜 ) (0， 人 狗 羊 菜 ) 


( 狗 菜 ， 人 羊 ) (人 羊 ， 狗 菜 ) 


( 菜 ， 人 狗 羊 ) ”人 羊 菜 ， 狗 ) 
图 9.1 一 个 图 的 实例 


由 上 例 不 难看 出 ,在 讨论 离散 对 象 和 二 元 关系 中 的 许多 问题 时 ,用 图 来 表示 这 些 对 象 以 
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及 关于 它们 的 二 元 关系 是 十 分 方便 的 。 这 就 很 自然 地 促使 人 们 对 图 的 理论 进行 研究 。 


911 有 向 图 和 无 向 图 


下 面 给 出 有 向 图 和 无 向 图 的 定义 ,首先 定义 有 向 图 。 

定义 9.1: 称 有 序 二 元 组 G==(V,E) 是 一 个 有 向 图 。 其 中 V 是 一 个 非 空 有 限 集 合 ,天 是 
VV 上 的 二 元 关系 , 称 V 为 顶点 集 ,E 为 边 集 。 

例如 ,在 微机 系统 中 , 通常 数据 在 中 央 处 理 器 存储 器 Ee 
(CPU) 和 存储 器 (memory) 之 间 可 以 双向 流动 ,而 数据 
从 输入 设备 到 存储 器 和 从 存储 器 到 输出 设备 是 单 向 流 
动 。 图 9. 2 就 是 一 个 有 向 图 ,其 中 箭头 表示 数据 是 如 何 。 输出 设备 国人 和 
流动 的 。 图 9.2 数据 流 图 

设 G==(V,E) 是 一 个 有 向 图 ,其 中 V 为 项 点 集 ,EE 
为 边 集 。 若 (a,5) EE, 称 (a,5) 为 图 G 中 的 一 条 边 , 我 们 说 边 (a,5) 关 联 顶 点 a 和 5 ,顶点 a 
称 为 该 边 的 始点 ,顶点 5b 称 为 该 边 的 终点 ,并 称 a 和 5 相 邻 。 若 一 个 顶点 没有 任何 边关 联 于 
它 , 称 该 项 点 为 孤立 点 。 若 一 条 边 的 始点 和 终点 是 同一 顶点 , 称 该 边 为 自 环 。 

本 章 主 要 研究 的 是 无 向 图 。 在 定义 无 向 图 之 前 , 先 要 把 前 面 介绍 的 集合 理论 进行 一 点 
修改 ,一 个 集合 就 是 一 些 不 同 对象 的 总 体 。 然 而 有 许多 时 候 , 人 们 遇 到 的 不 是 不 同 对 象 的 总 
体 。 例 如 , 谈 及 一 个 班级 学 生 名 字 的 总 体 , 可 是 ,一 个 班 里 可 能 有 两 个 或 多 个 学 生 同 名 。 为 
此 ,约定 一 个 多 重 集 是 一 些 对 象 的 总 体 ,但 这 些 对 象 不 必 不 同 。 例 如 {1,1,1.,2,2,3)、{1,1， 
1) 、{1,2,3) 等 都 可 以 看 成 多 重 集 。 在 多 重 集 里 ,一 个 元 素 的 重 数 是 它 在 该 多 重 集 里 出 现 的 
次 数 。 如 ,在 多 重 集 {1,1,1,2,2.3} 中 ,1 的 重 数 为 3,2 的 重 数 为 2,3 的 重 数 为 1 ,一 个 元 素 
a, 在 集合 中 没有 出 现 , 我 们 可 以 规定 它 的 重 数 为 0。 集合 仅 是 多 重 集中 重 数 仅 为 0 和 1 的 
特殊 情况 。 下 面 我 们 定义 无 向 图 。 

定义 9.2: 一 个 二 元 组 G 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 ,其 中 V 是 一 个 非 空 有 限 集合 ,E 是 边 
集 ,E 的 元 素 为 V 中 仅 含 两 个 元 素 的 多 重子 集 。 

G 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 ,{v,u)EE, 称 {wv,u}) 是 G 中 的 一 条 边 ,V 称 为 项 点 集 ,E 称 为 
边 集 。 设 e 二 {1v,w} 是 G 中 的 一 条 边 ,v 和 称 为 边 e 的 两 个 顶点 , 称 边 e 关联 v 和 ,也 称 v 
邻接 或 u 邻接 v。 车 w==v, 称 {vu) 为 G 中 的 自 环 。 对 于 任意 的 vxEV, 若 不 存在 任何 边 
关联 x, 则 称 顶 点 x 是 孤立 点 。 

可 以 把 有 向 图 和 无 向 图 的 概念 作 进一步 推广 。 一 个 图 ,可 以 是 有 向 图 或 无 向 图 ,其 边 集 
若是 多 重 集 , 称 这 样 的 图 为 多 重 图 ,也 称 图 。 一 个 图 (也 就 是 多 重 图 ) 中 重 数 大 于 1 的 边 称 为 
多 重 边 , 称 有 这 样 的 边 的 图 为 有 多 重 边 的 图 。 

若 一 个 图 没有 多 重 边 , 没 有 自 环 ,也 没有 孤立 点 , 称 为 简单 图 , 若 不 声明 是 简单 图 ,就 泛 
指 图 或 多 重 图 。 

例 9.1: 已 知 图 G=(V,E), 其 中 V={vwiyvyvswv5},E={{w sv), (ww (ww， 


Ve}s {v3 0 {v0} {v0} {vs Us} (v2 ,vs }}, 
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采用 “图 ”这 一 名 称 , 是 因为 它 可 以 用 图 形 来 表示 ,图 中 每 个 顶 
点 用 一 个 点 来 表示 ,每 条 边 用 一 条 线 来 表示 ,此 线 刚 好 连接 代表 边 > 站 
的 端点 的 两 个 顶点 。 图 9. 3 是 例 9. 1 的 图 。 

一 个 简单 图 , 若 任意 一 对 不 同 的 顶点 之 间 都 有 一 条 边 相连 , 称 
为 完全 图 。 一 个 有 n(n€ 时) 个 顶点 的 完全 图 在 同 构 的 意义 下 是 唯 
一 的 , 记 为 K,。n 个 顶点 的 完全 图 共有 n(n 一 1)/2 条 边 。 图 9. 4 ba 
给 出 了 KK KK 和 Ks。 图 9.3 图 的 例子 


A As 7 


图 9.4 完全 图 Ki \K; \K; \K, 、Ks 


. 
Ki kK; 


912 图 的 同 构 、 子 图 和 补 图 


给 定 图 G 二 (V,E), 图 9.5 给 出 了 它 的 图 形 , 但 是 ,显然 一 个 图 的 画 法 并 不 是 唯一 的 。 
为 了 避免 仅仅 由 于 画 法 不 同 ,或 者 仅仅 由 于 顶点 的 标号 不 同 ,而 把 两 个 实质 相同 的 图 看 成 两 
个 不 同 的 图 ,下 面 建立 同 构 的 概念 。 

定义 9.3: G1 二 (Vi,E1) 和 Gs 二 (V, ,Es) 是 两 个 图 ,车 存在 函数 f:Vi 一 V:, 太 是 双 射 ， 
上 且 若 定义 函数 g:E, 一 E; ,对 于 任意 的 {wi ,v2}EEl,g({wi,v2))= 二 {f(y),f(vs)},g 也 是 一 
个 双 射 , 则 称 图 G, 和 图 G。 是 同 构 的 两 个 图 ,并 称 f 为 图 的 同 构 映 射 , 记 为 G 室 G;。 

两 个 同 构 的 图 在 本 书 中 认为 是 一 样 的 图 。 例 如 ,图 9.5 中 (Ca) 和 (b) 就 是 两 个 同 构 的 图 。 


Wb U U, 


hn 由 Us Us 
(a) (b) 


图 9.5 两 个 同 构 的 图 


定义 9.4: G 二 (V,E), 有 H=(V',E') 是 两 个 图 。 车 V'SV 且 E'SE, 则 称 电 是 G 的 子 
图 。 若 V' 乒 V 或 E' 牧 E, 称 昌 是 G 的 真子 图 。 车 电 是 G 的 子 图 且 V'=V, 称 也 是 G 的 生 
成 子 图 。 例 如 ,图 9.6(b) 是 图 9.6(a) 的 子 图 ,也 是 真子 图 ;图 9.6(c) 是 图 9.6(a) 的 生成 
着 图 。 

定义 9.5: 设 G 一 (V,E) 是 一 个 图 , 它 没有 自 环 和 多 重 边 。 令 G 一 (V,E) ,其 中 已 一 
{usv)|u 关 vvusvEV,{usv} 儿 EE), 称 G 为 G 的 补 图 。 例 如 ,图 9.6(d) 是 图 9.6(a) 的 补 图 。 
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E/T 


图 9.6 子 图 与 补 图 


913 顶点 的 度 


G 二 (V,E) 是 一 个 图 ,对 于 每 一 个 v€EV, 称 关联 顶点 v 的 边 数 为 顶点 v 的 度数 , 记 为 
d(v)。 
定理 9.1( 握 手 定理 ): 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 , 则 
>)d(o =21E]l 


vEV 

其 中 |E| 表 示 图 的 边 数 。 

证 明 : 任何 一 个 图 ,在 其 中 增加 一 条 边 , 则 总 度数 增加 2 度 。 从 没有 边 开 始 ,由 于 没有 
一 条 边 , 故 总 度数 为 0; 然 后 把 | 下 | 条 边 分 别 加 进 图 中 ,总 度数 增加 了 2| 巨 | 。 命 题 得 证 。 

例 9.2: 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ,1V|1==n,1E|==6n。 若 存在 一 个 度数 为 12 的 项 
点 ,一 个 度数 为 11 的 顶点 , 则 G 中 至 少 存在 一 个 顶点 ,其 度数 大 于 或 等 于 13。 

证 明 : 设 G 中 所 有 顶点 的 度数 均 小 于 或 等 于 12, 则 根据 握手 定理 知 

12n=2|E| =d (<1X12+1X11+12(n 一 2)=12n 一 1<12n, 矛 盾 。 

故 G 中 至 少 存在 一 个 顶点 ,其 度数 大 于 或 等 于 13。 

推论 : 任何 一 个 无 向 图 ,度数 为 奇数 的 顶点 有 偶数 个 。 

证 明 : 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 。 Vi 二 {v€EV1d(v) 是 奇数 },V, = 二 {vEV1d(vw) 是 侦 
数 ) ,显然 {Vi ,Vs) 是 V 的 一 个 划分 。 所 以 


Dd = >)d(o) 十 >)d(o) 


vEV avEw vEVz 


由 于 》) dv) 是 一 个 偶数 ,所 以 > do) = > d(o) 一 >)d(o) ,其 中 3 (w) 一 21B| 也 是 


vEV, vEW vEV vEV; 


一 个 偶数 ,偶数 减 去 偶数 仍然 是 偶数 , 故 >)d(v) 是 偶数 。 若 |V; | 是 奇数 , 则 >)d(v) 是 奇 


vEVi vEVi 


数 个 奇数 相 加 ,其 和 也 是 奇数 ,产生 矛盾 ,所 以 1V | 为 偶数 。 

例 9.3: 有 211 个 人 在 一 起 欢聚 。 若 已 知 每 个 人 至 少 和 7 个 人 握 过 手 , 则 至 少 有 一 个 人 
不 止 和 7 个 人 握 过 手 。 用 图 论语 言 解释 之 。 

解 : 设 211 个 人 为 211 个 顶点 ,建立 顶点 集 V 二 {vw ,vo，,…,van), 对 于 其 中 的 任意 两 个 
人 vi 和 wj(i 关 门 ,车 vi 和 wj 握 过 手 , 则 {vi,v}EE, 得 到 边 集 E, 从 而 有 一 个 无 向 图 G==(V， 
EE)。 设 每 一 个 人 仅 与 7 个 人 握 过 手 , 则 d(v) 二 7, 而 此 时 图 G 中 奇数 度 的 顶点 是 211 个 , 即 
是 奇数 个 ,与 推论 矛盾 。 说 明 至 少 有 一 个 人 不 止 和 7 个 人 握 过 手 。 
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例 9.4: 图 9.7(a) 和 (b) 是 两 个 无 向 图 ,判断 它们 是 否 同 构 并 说 明理 由 。 


6 7 亲 党 
. . | | . . | . | . 
1 2 4 5 a b 人 可 e 
(a) (b) 


图 9.7 非 同 构 的 图 


解 : 图 9.7 中 (a) 和 (b) 不 同 构 , 下 面 给 出 理由 。 

车 (a) 和 (b) 同 构 , 则 一 定 存 在 一 个 同 构 映射 。 设 f 是 同 构 映射 , 即 f: Vi 一 Vs 的 双 射 ， 
其 中 妨 二 {1,2,3,4,5,6,7} ,Vs 二 {a,b,c,d,e,f,g}。 不 难 从 图 同 构 定义 中 知 ,f 是 图 的 同 
构 映 射 , 一 定 有 d(w) 二 d(f(w))。 即 图 9.7(a) 中 的 两 个 3 度 顶 点 必须 和 图 9.7(b) 中 的 两 
个 3 度 顶 点 对 应 ,无 论 怎样 搭配 ,不 失 一 般 性 , 设 f(3)==5,f(4)= 二 dq。 因为 {3,4)EE, 但 
{5,d} 儿 EE,, 即 /不 能 保证 相应 的 边 集 的 一 一 对 应 。 故 f 不 是 图 的 同 构 映射 。 

本 节 对 无 向 图 的 子 图 和 同 构 的 定义 可 以 自然 地 转移 到 有 向 图 中 。 

车 一 个 有 向 图 去 掉 边 的 方向 以 后 所 得 无 向 图 是 完全 图 , 则 称 之 为 有 向 完全 图 。 有 向 图 
顶点 度数 的 定义 要 复杂 一 点 。 

定义 9.6: 设 G=(V,E) 是 一 个 有 向 图 ,ooEV。 称 以 v 为 起 点 的 边 的 条 数 为 w 的 出 度 ， 
记 为 da (z) ;以 v 为 终点 的 边 的 条 数 为 w 的 入 度 , 记 为 dA Cu) 。 

定理 9.2: G 二 (V,E) 是 一 个 有 向 图 , 则 

Dda(v) = Ddi(v) =|E| 
VEV VEV 

此 定理 结论 比较 明显 , 作 如 下 说 明 。 任 何 一 个 有 向 图 ,在 其 中 增加 一 条 边 , 则 出 度 和 入 
度 各 增加 1 度 。 从 没有 边 开 始 , 由 于 没有 一 条 边 , 故 总 出 度数 和 总 人 度数 均 为 0; 然 后 把 
|E| 条 边 分 别 加 进 图 中 ,总 出 度数 和 总 入 度数 增加 | 天 | 。 所 以 ， 


>du( 轨 一 >dA(o) =|E| 


uvEV vEV 


92 图 中 的 通路 .图 的 连通 性 和 图 的 矩阵 表示 


921 通路 .回路 和 连通 性 


在 图 的 研究 中 ,通路 和 回路 是 两 个 重要 的 概念 ,而 图 是 否 具有 连通 性 则 是 图 的 一 个 基本 
定义 9.7: 设 G 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 ,一 个 顶点 的 序列 (wv ,zw ,… ,vi ) 称 为 图 G 一 
(V,E) 中 的 一 条 通路 ,车 wv EV(1<j<<s), 且 {vw ,vi,,}EE, 其 中 1<j<s 一 1。 一 条 通路 也 


180 


离散 数学 


可 以 用 边 的 序列 来 表示 , 若 (ea ,es ,… ,ei ) 是 图 G 中 的 一 条 通路 , 则 有 e; EE, 其 中 1<j<1， 
且 适 当地 规定 边 e (1<j 二 ) 中 的 两 个 端点 ,让 其 中 一 个 为 起 点 ,一 个 为 终点 ,可 以 使 边 e; 
的 终点 与 边 e;,, 的 起 点 是 同一 项 点 ,其 中 1<j<1 一 1。 称 一 条 通路 经 过 的 边 的 多 少 为 这 条 
通路 的 长 度 。 

定义 9.8: 如 果 一 条 通路 的 每 一 条 边 都 不 重复 出 现 , 则 称 它 为 简单 通路 ;如 果 它 的 每 一 
个 顶点 都 不 重复 出 现 , 则 称 它 为 初等 通路 。 

对 于 任意 的 wxw,vEV, 定 义 从 zx 到 的 最 短 通 路 的 长 度 为 x 到 wv 的 距离 , 记 为 d (u,v)。 

定义 9.9: 设 (u ,vi ，… ,vi ) 是 G 中 的 一 条 通路 , 若 ww 二 vi , 则 这 条 通路 为 G 中 的 一 条 
回路 。 若 一 个 回路 中 边 不 重复 出 现 , 则 称 为 简单 回路 ; 若 一 个 回路 中 顶点 不 重复 出 现 , 则 称 
为 初等 回路 ,又 称 为 圈 。 一 条 回路 的 长 度 就 是 这 条 回路 经 过 的 边 的 条 数 。 

在 图 9. 8 中 ,Cw yuwywsyuyusyzsyoryus) 表 示 一 条 从 mm 到 vs 的 通路 ; 若 用 边 序列 表示 ， 
则 该 条 通路 表示 为 (es ,es'esyer'es'ea'en)。 这 条 通路 是 初等 通路 ,也 是 简单 通路 ;通路 
(vivva svs sve sv4svs svs) 是 简单 通路 ,但 不 是 初等 通路 ;通路 (wi ,vs ,vs ,vs ) 是 一 条 初等 通路 ; 
《vz ,v4 svs ,ve sv4 sv3svs) 是 一 个 简单 回路 ,但 不 是 圈 ;(vs ,vo ,vs ,ve ,vss,vs) 是 一 个 圈 。 


人 e5 四 eg L 
el 
Wi 这 » e7 ee 
已 @ 
2 。 Vs Elo Vs 
图 9.8 通路 的 例 图 


定理 9.3: 设 G 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 。wi ,vs EV。 若 G 中 存在 一 条 vi 到 vs 的 通路 ， 
则 一 定 存在 一 条 从 mm 到 vw 的 初等 通路 。 

证 明 : 设 $=={n€E NIG 中 存在 一 条 长 为 n 的 从 vi 到 vw 的 通路 } 。 由 题 意 知 S 隆 如 ,又 
SSN, 由 自然 数 集 的 非 空子 集 有 最 小 数 知 ,存在 n。€ S, 对 于 任意 n€ S,m 人 nn。 设 (vi,vwi， 
Wh ,v2) 是 G 中 一 条 从 vi 到 vw, 长 度 为 no 的 通路 , 则 这 条 通路 即 是 初等 通路 。 若 
(2 A ,vz ) 不 是 初等 通路 ,一定 存 在 i; 和 i ,不 失 一 般 性 , 设 一 1 宇 k 二 j 宇 1， 


语 二 i ,或 者 二 vi ,或 者 wv 二 vs。 我 们 讨论 第 一 种 情况 。 显 然 (v sv oa Di 


1 | 


2 ,vz) 也 是 G 中 一 条 从 wv 到 vw 的 通路 , 且 长 度 为 no 一 k 十 j 二 no, 与 no 最 小 矛盾 。 这 说 


上 明 (w ?D6 9D 9 ,v2) 是 初等 通路 。 

推论 : G 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 ,1V| 二 =n。 如果 G 中 存在 一 条 从 vi 到 um 的 通路 ,那么 
一 定 存在 一 条 从 wv 到 vw \ 长 度 小 于 或 等 于 n 一 1 的 通路 。 

此 推论 由 定理 9. 3 可 以 直接 得 到 。 因 为 由 定理 9. 3 知 ,G 中 存在 一 条 从 wi 到 vw 的 初 
等 通路 ,G 中 |V|==n, 最 多 及 个 顶点 ,所 以 G 中 初等 通路 最 长 为 n 一 1。 

定义 9.10: G= 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 ,车 G 中 任意 两 个 不 同 的 顶点 之 间 在 G 中 都 有 通 
路 存在 , 则 称 G 是 一 个 连通 图 ,否则 称 G 为 不 连通 图 。 

定义 9.11: 图 G 的 连通 分 量 是 G 的 连通 子 图 ,并 且 它 不 是 G 的 另 一 连通 子 图 的 一 个 子 
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图 ,也 就 是 说 图 G 的 连通 分 量 是 G 的 极 大 连通 子 图 。 
图 9. 9 为 无 向 图 G 及 其 3 个 连通 分 量 。 


EN 


(a) 无 向 图 C (b) 无 向 图 G 的 3 个 连通 分 量 
图 9.9 无 向 图 G 及 其 连通 分 量 


以 上 所 述 的 无 向 图 中 的 通路 与 回路 概念 可 以 自然 地 转移 到 有 向 图 中 。 关 于 连通 性 ,有 
向 图 要 复杂 一 些 。 

如 果 一 个 有 向 图 去 掉 边 的 方向 以 后 所 得 无 向 图 是 连通 的 , 则 称 该 有 向 图 是 连通 图 。 

如 果 一 个 有 向 图 任意 两 点 之 间 都 有 单 向 通路 , 则 称 为 单 侧 连 通 图 。 

如 果 一 个 有 向 图 任意 两 点 之 间 都 有 双向 通路 , 则 称 为 强 连通 图 。 

例如 ,图 9. 10(a) 是 连通 图 ,但 不 是 单 侧 连 通 图 ;图 9. 10(b) 是 单 侧 连通 图 ,但 不 是 强 连 
通 图 ;图 9. 10(c) 是 强 连 通 图 。 


(a) (b) (0) 
图 9.10 有 向 图 连通 性 示例 


922 图 的 矩阵 表示 


图 形 表示 是 图 的 一 种 表示 方法 , 它 的 优点 是 直观 ,易于 理解 。 图 也 可 以 用 和 矩阵 来 
定义 9.12: 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ,|V|=n,|1E|==m,V={wi ,vy ,v1),E={e1, 
ez oem) , 则 称 nXm 和 矩阵 M(G) 二 (ms ),xwm 为 图 G 的 关联 矩阵 ,其 中 
1 当 w 与 边 e; 关联 时 
0 ” 当 w 与 边 e; 不 关联 时 
图 9. 11 给 出 了 一 个 无 向 图 及 其 关联 和 矩阵。 其 中 , 行 从 上 至 下 依次 为 wo、 wus， 
列 从 左 至 右 依 次 为 el es .es et \ei \es ver ves。 
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图 9.11 S 个 顶点 的 无 向 图 及 其 关联 和 矩阵 


定义 9.13: 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 图 ,1V|==n,V= {vi ,vs*…… sv 
A(G) 二 (qi ),xs 为 图 G 的 邻接 矩阵 ,简称 为 4, 其 中 
加 1 当 {visw} EE 时 
Bm b 当 foo} 革 吾 时 
例如 ,图 9. 11 的 邻接 矩阵 如 下 ,其 中 , 行 从 上 至 下 依次 为 wu ww、\u, 列 从 左 至 右 
依次 为 TU、 UV、 UV 、U5。 


, 则 称 阶 矩阵 


i 业 间 
EE 
A=|l1 101 1 
了 
1 QQ 


由 定义 不 难 知 ,一 个 图 的 邻接 矩阵 是 对 称 的 0-1 矩阵 。 

下 面 对 一 个 图 的 邻接 矩阵 可 以 给 出 多 少 关 于 图 的 信息 给 予 讨论 。 

首先 ,一 个 邻接 矩阵 的 每 一 行 ( 列 ) 的 数字 之 和 给 出 了 相应 行 ( 列 ) 的 对 应 顶点 的 度数 。 

下 面 看 一 个 定理 。 

定理 9.4: 设 G 二 (V,E) 是 一 个 无 向 图 ,其 中 V= 二 {wi ,vo，…,v,)。A 是 G 的 邻接 矩阵 。 
对 于 任意 的 自然 数 1, 设 矩阵 A' 二 (a ),x,, 则 a 给 出 了 所 有 的 从 wv; 到 的 长 度 为 1 的 通 
路 的 条 数 。 车 a8 二 0, 则 说 明 从 vi 到 wj 没有 长 度 为 1 的 通路 。 

证 明 : 对 7 用 归纳 法 。 

当 /二 1 时 ,由 邻接 矩阵 的 定义 ,结论 显然 成 立 。 

假设 !=k 时 结论 成 立 。 

当 1=k 十 1 时 , 设 A=(a 久 )sxa, 则 

AH = (agtD )oo = A » A = (Cal Jn » Cay ) en 


由 矩阵 乘法 定义 有 


al 一 Sa se 
对 于 任意 的 (hn) ,aw 二 1, 表 示 内 到 由 相 今 接 , 即 ( 妈 ,ww) EE。 若 a 名 0, 则 表 
示 所 有 的 从 到 wi 的 长 度 为 & 的 通路 的 条 数 。 而 其 中 任何 一 条 从 w 到 tm 的 长 度 为 上 的 
通路 加 上 边 {w,) 就 得 到 一 条 从 去 到 的 长 为 & 十 1 的 通路 。 车 a 一 0 或 a 名 二 0, 表 示 从 
避 经 & 步 到 vw, 再 走 一 步 到 去, 这样 的 从 刀 到 的 长 为 & 十 1 的 通路 不 存在 。 综 上 ,agtn 给 
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出 了 所 有 从 六 到 六 的 长 度 为 十 1 的 通路 的 总 数 。 

令 A 二 A 十 和? 十 … 十 4A”! 一 (&i ),xn。 称 A 为 可 达 矩 阵 。 即 对 于 任意 的 vi、vj ,vi 和 wj 车 
存在 从 到 的 通路 ,由 定理 9.3 的 推论 知 ,存在 一 条 长 度 最 多 为 一 1 的 通路 , 即 ,存在 
1EN,1 志 /<n 一 1, 使 得 a? 宇 1, 则 &; 宇 1。 一 个 图 是 连通 的 当 且 仅 当 可 达 算 阵 的 元 素 除 对 角 
线 外 均 不 是 0。 


对 于 图 9.11 给 出 的 图 ,可 以 求 出 
和 评 济 总 信和 34 17 33 26 26 
be Ee a et: 
A=|3 1422 A'=|9 7899 4 一 |33 17 34 26 26 
| 人 26 18 26 25 24 
在 六 和 26 18 26 24 25 
46 46 38 38 
四 18 26 24 24 


全 =A4 二 4: 十 43 十 4 一 |46 26 46 38 38 
38 24 38 34 34 
38 24 38 34 34 
由 A* 和 定理 9.4 知 ,从 vw, 到 w 的 长 度 为 4 的 通路 有 17 条 ,从 vs 到 vw 的 长 度 为 4 的 
通路 有 26 条 。 由 入 知 , 该 图 为 连通 图 。 
对 于 有 向 图 ,也 可 以 给 出 其 关联 矩阵 和 邻接 和 矩阵。 
定义 9.14: 设 G=(V,E) 是 一 个 有 向 图 ,1V1=n,1E|=msV={viyv mw) 一 {el， 
ez oem)， 则 称 nXm 和 矩阵 M(G) 二 Gms)sxn 为 图 G 的 关联 矩阵 ,其 中 
和 当 是 ej 的 起 点 时 
ms = 10 当 vwi 与 边 e; 不 关联 时 
一 1 当 w 是 e) 的 终点 时 
例如 ,图 9.12 是 一 个 有 向 图 。 


图 9.12 5 个 顶点 的 有 向 图 示例 


其 关联 矩阵 如 下 ,其 中 行 从 上 至 下 依次 为 vw、vs vs 、v4、vs , 列 从 左 至 右 依 次 为 e1 es 、es、 


@4 \€5 \€6 \€7 \€80 
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[ 1 0 一 1 刘 6 t 0 
| 有 让 0 0 0 0 0 | 
M(G)=| 0 一 1 0 1 1 @ 前 
| 0 0 一 1 一 1 让 “次 | 
| 。 


六 着， 大 ” 疝 三 到 一 = 
定义 9.15; 设 G=(V,E) 是 一 个 有 向 图 ,1V|==n,V 二 {wi ,veo,…,v,}, 则 称 n 阶 和 矩阵 
A(G) 二 (qj )sxw 为 图 G 的 邻接 矩阵 ,简称 为 4, 其 中 
_ 11 当 (ww) EE 时 
3 当 (w,v) ¢F EW 
例如 ,图 9.12 的 邻接 矩阵 如 下 ,其 中 , 行 从 上 至 下 依次 为 wm ww ww, 列 从 左 至 右 
依次 为 wu vs 、vs 、vs 。 


1 
0 
1 


Oo~-o 


1 
0 
A=|1 0 
0 
Co 


等 于 该 顶点 对 应 列 元 素 值 之 和 。 类 似 地 也 可 求 出 有 向 图 的 可 达 和 矩阵。 
93 带 权 图 与 带 权 图 中 的 最 短 通路 


在 把 一 个 实际 问题 转化 为 一 个 抽象 图 时 ,往往 出 于 许多 原因 需要 在 图 的 顶点 或 边 上 标 
注 一 些 附 加 信息 。 例 如 ,一 个 表示 运输 的 图 ,其 每 一 条 边 上 可 以 写 上 一 个 数 , 它 表 示 由 这 条 
边 连接 的 两 个 顶点 间 的 距离 ,或 者 表示 两 个 顶点 间 运 输 的 费用 ,等 等 。 一 个 带 权 图 规定 为 一 
个 有 序 四 元 组 (V,E,f,g), 或 有 序 三 元 组 (V.E, 有 ) 或 (V.E,g)。 其 中 V 是 顶点 集 , 忆 是 边 
集 ,f 是 定义 在 V 上 的 函数 ,g 是 定义 在 EE 上 的 函数 ,f 和 gg 可 以 称 为 权 函 数 。 对 于 每 一 个 
顶点 或 边 z,f(z) 和 g(x) 可 以 是 一 个 数字 ,符号 或 是 某 种 量 。 

例如 , 设 G=(V,E,W) 是 一 个 带 权 图 ,其 中 W 是 边 集 已 到 R+ = 二 {zxERIzx 记 0) 的 一 个 
函数 。 通 常 称 W(e)(eEE) 为 边 e 的 长 度 。 实 际 上 它 也 可 以 有 其 他 的 意义 。 例 如 ,e 是 一 段 
公路 ,W(e) 可 以 是 公路 的 维修 费 、 公 路 的 每 小 时 运输 量 和 公路 间 的 距离 等 。 图 9. 13 给 出 我 
国 部 分 公路 交通 网 络 图 。 

本 节 的 主要 问题 是 : 如 果 G 二 (V ,E,W) 是 一 个 如 上 定义 的 带 权 图 ,如 何 找 出 V 中 某 一 
顶点 到 另 一 顶点 的 最 短路 ? 路 的 长 度 即 路 所 经 过 的 边 的 长 度 之 和 。 下 面 介 绍 Dijkstra 
算法 。 

首先 介绍 这 个 算法 的 指导 思想 。 设 wo,zEV ,要 求 从 vo 到 = 的 最 短路 的 长 。 先 把 V 分 
成 两 个 子 集 : 一 个 设 为 T,T={vEVluw 到 vw 的 最 短路 的 长 已 求 出 }; 另 一 个 是 P=V 一 TT。 
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图 9.13 我 国 部 分 公路 交通 网 络 图 


显然 T 隆 如 ,因为 至 少 wET。 不 断 地 扩大 工 ,直到 =*ET。 

对 于 任意 的 LE€P, 设 1(4) 表 示 从 vo 仅 经 过 工 中 的 顶点 到 : 的 最 短路 的 长 。 若 不 存在 这 
样 的 路 , 置 (0 一 < 。 称 !(0) 为 上 关于 了 的 指标 。 

例如 ,在 图 9.14(a) 中 , 设 T={a}, 则 P={6,c,d,e,z}。1(5)==1,1(c)=4,1(d)=%%， 
l(e)=0°,1(z)= 00。 

邻 7) 二 min{4(D)1LEP), 则 70) 是 从 vo 到 的 最 短路 的 长 。 下 面 证 明 这 个 结论 。 

车 存在 从 w 到 4 的 通路 ,其 长 小 于 1(4), 这 条 路 一 定 包 含 了 PP 中 的 顶点 , 设 1, EP 上 且 
tz 是 从 zw 到 六 的 长 度 小 于 174) 的 通路 中 遇 到 的 P 中 的 第 一 个 点 , 则 有 一 条 从 vw 到 4, 仅 经 
过 工 中 的 点 的 通路 ,其 长 度 小 于 40), 则 由 7(4s) 的 定义 知 12) 过 1(4), 与 假设 1(4)= 
min{1(1)11E P) 巴 盾 。 

由 上 ,可 以 令 T=TU {4},P'=P 一 {4)。 重 新 做 上 面 的 工作 ,直到 =ET。 

这 里 有 一 个 问题 : 如 何 寻 找 一 个 有 效 的 方法 来 计算 1) (LE P)? 设 工 和 已 已 知 ,而 且 
对 于 每 一 个 1:€P,1() 也 已 算出 ,Ln) 也 找 出 。 令 T= 二 TUt{4},P'==P 一 {4), 设 (4) 表 示 
仅 经 过 六 中 的 点 .从 vw 到 1 的 最 短路 的 长 。 下 面 给 出 一 个 从 1() 求 (4) 的 计算 式 : 

2 (CD = min{l() 10) + Wn ,2))} 

车 图 中 {wt) EE. 则 W({n ,1)) 二 20。 

下 面 证 明 这 个 结论 。 

从 ww 到 4 且 不 含 P 中 顶点 的 最 短路 只 有 两 种 可 能 的 情况 : 第 一 种 情况 是 一 条 既 不 包 
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含 已 中 的 顶点 也 不 包含 所 的 路 ;第 二 种 情况 是 一 条 由 vo 到 不 包含 P' 中 的 其 他 顶点 , 然 
后 由 4 经 过 {4 ,到 1 的 路 。 也 许 有 人 说 还 有 一 种 ,就 是 一 条 从 w 到 4 ,再 回 到 醋 中 某 一 顶 
点 姓 ,由 之 到 上 中 间 不 经 PP" 中 其 他 顶点 。 实 际 上 ,从 vw 到 4 再 到 之 的 这 条 路 一 定 不 短 于 从 
vo 到 4 的 最 短路 ,而 由 最 短路 的 构造 方法 可 知 从 w 到 7 的 最 短路 经 过 的 点 全 在 T 中 ,所 以 
即使 有 可 能 产生 一 条 最 短路 ,也 可 以 用 一 条 从 vo 到 的 仅 经 过 了 中 的 点 的 最 短路 取代 ,也 
就 是 说 ,这 种 情况 可 以 转化 为 第 一 种 情况 考虑 。 由 第 一 种 情况 得 到 的 结果 是 1(7) ,由 第 二 种 
情况 得 到 的 结果 是 174) 十 W({a ,0)) ,所 以 7) 应 该 取 二 者 中 的 较 小 值 。 例 如 ,图 9. 14(a) 
由 前 面 的 计算 得 y=6b。 令 T=TU{6}={a,b},P'={c,d,e,z)}。 有 
Z(c) = min{4,1 十 2) 一 3 
(Cd) = min{co,1 十 ?7) 一 8 
Ce) = min{fco,1 十 5} 一 6 
1(z) 一 co 
下 面 给 出 在 带 权 图 中 求 V 中 某 一 个 顶点 到 另 一 个 顶点 的 最 短路 径 的 Dijkstra 算法 。 
设 起 点 是 w ,终点 是 =。 


Procedure Dijkstra(G){ 
T:= {Ww iP:=V T; 
for 对 中 的 每 个 顶点 七 
1(t)=W({w,t)); /| 其 中 ,车 {mw,t 儿 EE 则 WUwvt)=co 
x:=P 中 关于 fT 有 最 小 指标 的 顶点 ; 
while(xsE2){ 
Tt :=7U fx); 
B=P- {x}; 
for 对 中 的 每 个 顶点 t 
工 (tb) :一 minfl (t),1 0)+W({x,t})}; // 计 算 它 关于 T 的 指标 
T:=T; 


zx:=P 中 关于 fT 有 最 小 指标 的 顶点 ; 
} 
retum 最 短路 长 度 ; 
} 


在 具体 使 用 Dijkstra 算法 时 ,除了 和 希望 找 出 最 短路 的 长 度 外 ,还 希望 求 出 这 条 最 短路 的 
路 径 。 

图 9. 14 给 出 了 一 个 计算 的 全 过 程 的 例子 。G 二 (V,E,W) 由 图 9.14(a) 给 出 。 求 从 a 到 xz 
的 最 短路 的 长 。 令 T= {a} ,了 =V 一 了 ,计算 已 中 每 一 点 关于 了 的 指标 。 见 图 9. 14(b)， 
1(0) 二 min{1(x)|1xEP})=1, 令 T==TU1{6b},P' 二 P 一 {5) ,计算 已 中 每 一 点 关于 工 的 指标 。 
图 9.14(c) 一 (D 给 出 了 从 ae 到 > 的 最 短路 的 长 度 为 9, 最 短路 的 路 径 为 Ce,b,cyed,z)。 
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pb d l(a) oo 
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c 1 € 4(a) co 
(a) (b) 
l(a) 8(a,b) 1(a) 8(a,b) 
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(©) 


1(@) 


Ta,b,c,e) 


(qd) 


1(0) Ta.b,c,e) 


3(a, We 


4(a,b,c) 


3(a, Ee 4(a,b,c) 


图 9.14 最 短路 的 求解 过 程 


94 欧 拉 图 


18 世纪 初 ,在 当时 德国 哥 尼 斯 堡 (Konigsberg) 城 的 普 雷 格 尔 (Pregel) 河 上 有 7 座 桥 , 哥 
尼斯 堡 的 地 图 如 图 9.15(a) 所 示 。 它 也 可 以 表示 为 图 9. 15(b) ,其 中 图 的 边 表示 桥 , 而 顶点 
表示 岛 和 河 的 两 岸 。 当 地 人 经 常 在 桥 上 散步 ,有 人 提出 ,从 岛 和 河岸 的 某 一 处 出 发 是 否 能 找 
到 一 条 通过 每 一 座 桥 一 次 且 仅 一 次 的 通路 。 这 个 问题 也 相当 于 在 图 9. 15(b) 中 找 一 条 通过 
每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 通路 。1736 年 , 欧 拉 (L. Euler) 解 决 了 这 个 问题 。 从 此 , 欧 拉 成 为 图 
谤 之 父 


| 


Ce 
jl 


TT Ou 


(b) 
图 9.15 哥 尼 斯 堡 城 图 
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定义 9.16: G 一 (V, 尼 ) 是 一 个 图 ,G 中 一 条 通路 称 为 欧 拉 通 路 , 若 此 条 通路 经 过 了 图 中 
每 条 边 一 次 且 仅 一 次 。 若 一 条 欧 拉 通 路 是 一 个 回路 , 则 称 此 回路 为 欧 拉 回 路 。 一 个 图 若 有 
欧 拉 回 路 , 则 称 这 个 图 为 欧 拉 图 。 

欧 拉 在 1736 年 证 明了 以 下 定理 。 

定理 9.5: 一 个 没有 扳 立 点 的 无 向 图 具有 欧 拉 通路 , 当 且 仅 当 它 是 连通 的 ,并 且 或 者 没 
有 奇数 度 的 顶点 或 者 有 且 仅 有 两 个 奇数 度 的 顶点 。 

证 明 : 先 证 必要 性 。 设 这 个 图 有 欧 拉 通路 ,由 于 没有 孤立 点 ,显然 是 连通 的 。 沿 着 欧 拉 
通路 走 , 除 出 发 点 外 ,每 经 过 一 个 顶点 ,要 走 过 关 联 这 个 顶点 的 两 条 边 , 且 由 于 欧 拉 通 路 每 条 
边 仅 能 走 过 一 次 ,除了 出 发 点 和 终点 外 ,每 一 个 顶点 被 欧 拉 通路 经 过 的 次 数 乘 以 2, 即 该 项 
点 的 度数 。 因 此 , 除 两 个 端点 外 ,其 余 项 点 为 偶数 度 。 从 出 发 点 出 发 时 , 走 过 关 联 它 的 一 条 
边 , 若 途中 再 走 过 , 同 样 ,每 经 过 一 次 要 走 过 关 联 它 的 两 条 边 。 若 出 发 点 不 是 终点 , 则 出 发 点 
是 奇数 度 顶 点 ,同样 终点 也 是 奇数 度 定 顶 点 ; 若 出 发 点 和 终点 一 致 ,最 后 回 到 出 发 点 ,又 仅 走 
过 关联 它 的 一 条 边 , 故 所 有 项 点 均 为 偶数 度 。 

再 证 充分 性 。 假 设 图 中 仅 有 两 个 奇数 度 项 点 。 从 其 中 一 个 奇数 度 顶 点 出 发 ,随意 地 经 
过 图 中 的 顶点 ,有 一 个 要 求 , 走 过 的 边 不 能 再 走 。 如 果 到 了 一 个 顶点 ,与 这 个 顶点 关联 的 边 
全 部 被 走 过 , 此 时 就 不 能 再 走 了 。 到 不 能 再 走时 ,一 定 是 到 了 另 一 个 奇数 度 顶 点 ,因为 途中 
的 点 都 是 偶数 度 , 有 进入 这 个 项 点 的 边 , 就 会 有 走出 这 个 顶点 的 边 。 若 所 有 的 边 均 走 完 了 ， 
则 这 条 路 一 定 是 欧 拉 通 路 。 和 否则 , 控 去 所 有 走 过 的 边 , 剩 下 的 子 图 中 每 一 个 顶点 全 是 偶数 
度 。 在 剩 下 的 子 图 中 任 取 一 个 不 是 0 度 但 已 在 第 一 次 经 过 的 顶点 ,从 它 出 发 , 仍 随意 地 走 ， 
要 求 同 上 。 此 时 若 不 能 走 了 ,一 定 回 到 了 出 发 点 ,原因 也 是 途中 每 个 顶点 是 偶数 度 , 只 有 出 
发 点 ,原来 虽 也 是 偶数 ,但 出 发 时 , 走 过 一 条 边 后 , 剩 下 的 是 奇数 条 边 了 。 此 时 ,重新 把 这 两 
条 通路 变 为 一 条 通路 ,从 奇数 度 顶 点 出 发 , 沿 第 一 次 的 路 径 前 进 ; 当 走 过 第 二 次 路 径 的 出 发 
点 时 ,停止 走 第 一 次 路 径 的 路 ,而 先 沿 着 第 二 次 路 径 前 进 ;把 第 二 次 路 径 走 完 , 回 到 第 一 次 路 
径 中 ,再 沿 第 一 次 路 径 走 到 其 终点 。 这 样 的 一 条 通路 仍 保证 了 每 条 边 仅 走 过 一 次 ,但 确实 增 
加 了 长 度 。 若 走 完了 所 有 的 边 , 则 此 通路 即 欧 拉 通路 ; 若 还 有 边 没有 走 完 , 重 复 第 二 条 路 径 
的 走 法 ,由 于 原 图 的 连通 性 ,所 以 对 于 有 没有 走 完 的 边 , 一 定 存 在 已 经 被 走 过 的 项 点 还 有 没 
有 走 完 的 边 , 一 直 这 样 进行 下 去 ,由 于 图 中 的 边 是 有 限 的 ,若干 步 之 后 ,一 定 可 以 走 完 所 有 的 
边 ,产生 一 条 欧 拉 通路 。 

车 原 图 均 为 偶数 度 顶 点 ,可 以 任 选 一 个 顶点 出 发 ,显然 ,由 上 面 的 证 明 可 知 , 走 到 不 能 再 
走时 ,一 定 回 到 出 发 点 。 其 余 同 上 面 的 证 明 。 

推论 : 一 个 无 向 图 有 欧 拉 回路 当 且 仅 当 所 有 顶点 均 为 偶数 度 。 

一 个 无 向 图 是 否 有 欧 拉 通路 的 问题 与 此 图 能 否 一 笔画 是 同一 个 问题 。 一 个 图 若 能 够 
笔画 , 则 此 图 要 么 没有 奇数 度 项 点 ,要么 仅 有 两 个 奇数 度 项 点 。 对 于 一 个 复杂 图 ,能 够 利用 
欧 拉 定理 判断 其 能 否 一 笔画 ,但 如 何 一 笔画 出 来 ? 定理 9. 5 的 证 明 给 出 了 找 出 这 种 画 法 的 
具体 方法 。 

例 9.5: 甲乙 两 只 蚂蚁 分 别 位 于 图 9. 16 中 的 顶点 A 和 B 处 。 设 图 中 的 边 长 是 相等 
的 。 甲 和 乙 进行 比赛 : 从 它们 所 在 的 顶点 出 发 , 走 过 图 中 所 有 的 边 ,最 后 到 达 顶 点 C 处 。 如 
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果 它 们 的 速度 相同 , 谁 先 到 达 目 的 地 ? 

解 : 乙 先 到 达 目 的 地 。 因 为 B 和 C 是 图 中 仅 有 的 两 个 
奇数 度 顶 点 ,所 以 根据 欧 拉 通 路 的 充 要 条 件 知 B 到 C 仅 需 经 
过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 。 而 甲 在 偶数 度 顶 点 ,如 果 要 走 过 图 
中 所 有 的 边 ,必要 先 到 达 奇 数 度 顶 点 ,才能 保证 走 的 路 最 短 ， 
所 以 甲 比 乙 至 少 要 多 走 一 条 边 。 

无 向 图 的 欧 拉 通路 、 欧 拉 回 路 、 欧 拉 图 的 定义 可 以 直接 
推广 到 有 向 图 中 ,对 于 有 向 图 也 有 类 似 的 定理 。 图 9.16 蚂蚁 比赛 图 

定理 9.6: 一 个 有 向 图 有 欧 拉 回 路 , 当 且 仅 当 它 是 连通 
的 ,并 且 每 一 个 顶点 的 人 度 与 出 度 相等 。 一 个 有 向 图 有 欧 拉 通路 , 当 且 仅 当 它 是 连通 的 ,并 
且 满 足以 下 两 个 条 件 之 一 : 或 者 每 一 顶点 的 出 度 等 于 入 度 ; 或 者 除 两 个 顶点 外 ,其 余 各 顶点 
出 度 等 于 入 度 , 这 两 个 顶点 一 个 人 度 比 出 度 多 1, 另 一 个 人 度 比 出 度 少 1。 

例 9.6: 在 模 数 转换 问题 中 ,一 个 转 鼓 的 表面 分 为 16 个 扇形 段 ,如 图 9.17(a) 所 示 。 鼓 
的 位 置信 息 利用 终端 a.b、c.d 的 二 进 制 信号 表示 。 转 鼓 的 扇形 段 由 导体 材料 (阴影 区 ) 和 非 
导体 材料 (空白 区 ) 组 成 。 终 端 ac 和 d 接地 ,而 终端 b 不 接地 。 为 了 把 鼓 的 16 个 不 同位 置 
在 终端 用 二 进 制 信号 表示 出 来 ,这 些 扇形 段 必须 按照 这 样 一 种 方式 构成 , 即 应 使 任何 4 个 依 
次 相连 的 扇形 段 中 ,每 两 个 的 导电 和 不 导电 的 状态 都 不 相同 。 设 二 进 制 数字 0 表示 一 个 导 
电扇 形 段 ,二 进 制 数字 1 表示 一 个 不 导电 扇形 段 。 确 定 导 电 和 不 导电 扇形 段 的 这 种 排列 是 
否 存在 , 若 存在 , 求 出 这 样 一 个 排列 。 这 个 问题 可 以 重 述 如 下 : 把 16 个 二 进 制 数字 排 成 一 
个 环形 ,使 得 4 个 依次 相连 的 数字 所 组 成 的 16 个 序列 均 不 同 。 


4 ( 甲 ) 


B ( 乙 ) C 


pm goa 


(a) 
图 9.17 模 数 转换 问题 


这 样 一 种 排列 是 存在 的 。 绘 出 一 个 具有 8 个 顶点 的 有 向 图 ,这 些 顶 点 分 别 标 以 3 位 二 
进 制 数 000、001、010、011、100、101、110、111, 从 标 有 wasas 的 顶点 到 标 有 azas0 的 顶点 和 
标 有 azasl 的 顶点 各 有 一 条 有 向 边 ,如 图 9. 18 所 示 。 这 样 的 图 称 为 2 元 4 级 布 鲁 英 
(De Bruijnm) 序 列 图 。 此 外 ,将 图 的 每 一 条 边 标 上 一 个 4 位 的 二 进 制 数 ,具体 说 ,从 顶点 wazas 
到 顶点 azas0 的 边 标 上 aiazas0, 而 从 顶点 wazas 到 顶点 aza31 的 边 标 上 wazas1。 因 为 这 8 
个 项 点 标 上 8 个 不 同 的 3 位 二 进 制 的 数 ,所 以 这 些 边 也 标 上 16 个 不 同 的 4 位 二 进 制 数 。 因 
此 ,在 这 个 图 中 的 一 条 路 上 ,任意 两 条 相 邻 的 边 的 标号 ,必然 为 a1azasas 和 asasasas 的 形 
式 , 就 是 第 一 条 边 标 号 的 末 3 位 数 与 第 二 条 边 标 号 的 3 位 数 相同 。 因 为 这 个 图 中 16 条 边 都 
是 用 不 同 的 二 进 制 的 数 来 标识 的 ,由 此 得 出 ,对 应 于 这 个 图 的 一 个 欧 拉 回路 ,就 存在 16 个 二 
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进 制 数字 的 一 个 环形 排列 ,在 这 个 排列 里 ,所 有 4 个 依次 相连 的 数字 组 成 的 16 个 序列 各 不 
相同 。 例 如 ,对 应 于 欧 拉 回路 (eo ,el ,ez ,es ,eloyet:esyesyesyelayellyeryeisyeltyetzyes) 的 16 
个 二 进 制 数字 的 序列 为 0000101001101111( 把 序列 的 两 端 连 起 来 ,就 得 到 了 一 个 环形 排 
列 )。 因 为 这 个 图 的 每 一 个 顶点 的 入 度 和 出 度 都 等 于 2, 根据 定理 9.6, 这 个 图 显然 存在 欧 拉 
回路 。 此 外 , 按 定理 9. 5 的 证 明 中 所 提出 的 构造 步骤 ,就 能 找 出 该 图 的 一 条 欧 拉 回 路 。 


els=111 
图 9.18 2 元 4 级 布 鲁 英 序 列 图 


类 似 地 ,可 以 证 明 , 能 把 2" 个 二 进 制 数字 排列 成 一 个 环形 ,使 得 这 个 排列 里 ,任何 对 个 
依次 相连 的 数字 构成 的 序列 共有 2" 个 不 同 的 序列 。 为 了 证 明 这 一 推论 ,构思 一 个 具有 2 
个 顶点 的 有 向 图 ,这 些 顶 点 标 以 2 一 个 ?一 1 位 的 二 进 制 数 ,并 且 以 标 有 aiazas…a,-i 的 顶 
点 到 标 有 aza3…as-10 的 顶点 和 标 有 aza3…as-11 的 顶点 各 有 一 条 边 ,这 两 条 边 分 别 标 上 
adzas…a-10 和 aasa…as-11。 显 然 这 样 一 个 图 存在 欧 拉 回 路 ,而 这 个 欧 拉 回 路 就 对 应 于 
2" 个 二 进 制 数字 所 组 成 的 一 个 环形 排列 。 


95 哈密 顿 图 


19 世纪 中 期 威廉 。 哈密 顿 档 十 (Sir William Hamilton) 在 给 他 的 一 位 朋友 的 一 封 信 中 
描述 了 一 个 数学 游戏 : 一 个 人 在 正 十 二 面体 的 任意 5 个 相 邻 顶点 上 搬 上 5 根 大 头 针 , 形 成 
一 个 圈 , 见 图 9.19(a), 问 能 否 把 这 个 圈 扩 大 ,包含 十 二 面体 的 每 一 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 ? 
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答案 是 肯定 的 ,把 正 十 二 面体 的 一 面 ( 即 正 五 边 形 ABCDE) 沿 着 棱 线 剪 掉 ,然后 将 该 十 二 面 
体 的 其 余部 分 张 开 , 并 把 它 压 平 在 一 个 平面 上 ,图 9. 19(b) 中 的 黑 粗 线 就 是 这 个 问题 的 答 
案 。 人 们 以 后 就 把 这 样 的 圈 命 名 为 哈密 顿 圈 。 


(b) 
图 9.19 正 十 二 面体 和 哈密 顿 圈 


定义 9.17: 设 G==(V,E) 是 一 个 图 ,G 中 一 条 通路 若 通过 每 一 个 顶点 一 次 且 一 次 , 称 这 
条 通路 为 哈密 顿 通路 。G 中 一 个 圈 , 若 通过 每 一 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 , 称 这 个 圈 为 哈密 顿 
圈 。 一 个 图 车 存在 哈密 顿 圈 ,就 称 为 哈密 顿 图 。 
与 欧 拉 图 的 情况 相反 ,到 目前 为 止 尚 不 知道 判定 一 个 图 是 否 是 哈密 顿 图 的 充 要 条 件 ,而 
且 这 个 问题 是 图 论 中 主要 的 未 解决 问题 之 一 。 
下 面 给 出 一 个 必要 条 件 。 
定理 9.7: 若 G 二 (V,E) 是 一 个 哈密 顿 图 , 则 对 于 V 的 每 一 个 非 空 子 集 S, 均 有 
W(G 一 S) <IS| (9.1) 
其 中 W(G 一 S) 表 示 图 G 擦 去 属于 S 中 的 顶点 后 剩 下 子 图 的 连通 分 枝 的 个 数 。 
证 明 : 设 C 是 图 G 中 的 哈密 顿 图 ,对 于 V 的 任意 一 个 非 空子 集 S ,显然 有 
W(C 一 S) 入 | S 1 
其 中 C 一 S 表示 图 G 仅 由 哈密 顿 圈 C 中 的 边 组 成 的 子 图 擦 去 S 中 的 顶点 后 所 得 子 图 。 
W(C 一 S) 表 示 这 样 的 子 图 的 连通 分 枝 的 个 数 。 
显然 ,W(G 一 SY<W(C 一 S)<|S|。 
定理 得 证 。 
图 9.20(a) 中 有 9 个 顶点 , 删 去 用 圆圈 标示 的 3 个 顶点 , 剩 下 4 个 连通 分 枝 ( 见 图 9. 20 
(b)) ,所 以 不 满足 式 (9. 1) 。 从 而 由 定理 9.7 知 ,这 个 图 为 非 哈密 顿 图 。 彼 德 过 (Petersen) 


. . 
(a) (b) (9 
图 9.20 两 个 非 哈密 顿 图 的 例子 


192 


离散 数学 


图 ( 见 图 9. 20(c)) 也 不 是 哈密 顿 图 ,但 是 却 不 能 由 定理 9. 7 推出 。 

下 面 给 出 一 个 图 是 哈密 顿 图 的 充分 条 件 。 

定理 9.8: 设 G 二 (V,E) 是 一 个 简单 无 向 图 ,1V| 二 n 宇 3, 车 对 于 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 
uwvEV,d(w) 十 4d(v) 宇 n, 那 么 G 是 哈密 顿 图。 

证 明 : 首先 证 明 G 是 连通 图 。 用 反 证 法 ,车 G 不 连通 . 则 G 至 少 分 成 两 个 不 连通 的 部 
分 ,其 中 一 部 分 的 顶点 集 为 Vi , 另 一 部 分 的 顶点 集 为 V2。 令 |Vi|=mm,1V | 二, 则 十 nz 
一 7。 在 人 W 中 取 一 个 顶点 (CEVi) du) 委 站 一 1, 在 Vs 中 取 一 个 顶点 vs(EVs),d(vs) 三 
1 一 1, 则 du ) 十 d (wz) 垢 1 十 2 一 2 二 n 一 1, 与 已 知 矛 盾 , 所 以 G 是 连通 图 。 

下 面 证 明 G 中 有 哈密 顿 圈 。 设 (vw ,vs,…,v,) 是 G 中 的 一 条 初等 通路 , 且 vw 与 w 仅 与 
通路 中 的 顶点 相 邻 ,这 样 的 通路 肯定 是 存在 的 ,因为 可 以 从 任意 一 条 边 发 展 成 这 样 的 路 。 下 
面 证 明 这 条 初等 通路 可 以 变 成 一 个 哈密 顿 圈 。 若 mm 与 w 相 邻 , 则 问题 解决 了 。 否 则 设 mm 
仅 与 w ,os ，… ,vi 相 邻 ,其 中 2 三 p 一 1。 车 wv 和 wii ,v1 … vi-1 中 任意 一 个 顶点 
相 邻 ,不 失 一 般 性 , 设 w 与 v1 相 邻 , 则 (wi Ua V1 Vp Vp-1 Vi Ul ) 是 一 个 仅 包含 
wisve sv 的 哈密 顿 圈 , 见 图 9. 21。 而 这 样 的 vi 顶点 一 定 存 在 ,否则 d (wv) 二 k, 而 
d(vw,) 二 p 一 k 一 1, 即 d(w) 十 dws) 三 p 一 1, 与 已 知 矛 盾 。 


ee Rg 
。 


Vl 


图 9.21 定理 9.8 的 图 


若 pn, 则 定理 得 证 。 车 pn, 取 一 个 与 哈密 顿 圈 中 某 一 顶点 相 邻 不 在 哈密 顿 圈 中 的 


是 G 中 的 一 条 初等 通路 , 即 加 上 边 {v ,vi} ,去 掉 喻 密 顿 圈 中 的 边 {vi,vi-1)。 可 以 把 这 条 初 
等 通路 扩展 成 类 似 于 (vw ,vs，…,v，) 通 路 所 具有 的 性 质 . 但 此 时 通路 的 长 增加 了 。 用 上 面 的 
方法 可 把 这 条 通路 变 成 一 个 哈密 顿 圈 , 继 续 下 去 直到 得 到 一 个 包含 所 有 顶点 的 哈密 顿 圈 
为 止 。 

例 9.7: 设 有 2n(n 宇 2) 个 人 参加 宴会 ,每 个 人 至 少 认识 其 中 的 个人。 要 使 大 家 围 坐 在 
一 起 时 ,每 个 人 的 两 旁 坐 着 的 均 是 与 他 相识 的 人 ,应 该 怎样 安排 座位 ? 用 图 论语 言 解释 之 。 

解 : 设 2n 个 人 为 22 个 顶点 ,建立 顶点 集 V={uw ,vw,…，uz} ,对 于 任意 的 两 个 人 v; 和 
vj(i 六 站 ,车 他 们 认识 , 则 在 两 点 间 画 一 条 边 {v;,v}), 构 成 边 集 EE, 从 而 构成 图 G=(V,E)。 
因为 每 个 人 至 少 认识 其 中 的 个 人 ,所 以 每 个 顶点 的 度数 三 nw。 对 于 任意 的 两 个 不 相 邻 的 项 
点 和 wv,d(w) 十 d(v) 宇 2n。 根 据 哈密 顿 图 的 充分 条 件 知 .G 中 存在 哈密 顿 圈 。 故 按 哈 密 顿 
圈 就 座 , 就 能 使 得 每 个 人 的 两 劳 坐 着 的 均 是 与 他 相识 的 人 。 

例 9.8: 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 无 向 图 ,1V|==n,1V|==m。 若 x 记 C?_i 十 1, 则 G 为 哈 
密 顿 图 。 
证 明 : 设 G 不 是 哈密 顿 图 , 则 G 中 存在 两 个 不 相 邻 的 顶点 x 和 wv,d(wD) 十 d(v) 志 n 一 1。 
根据 图 的 定义 知 , 子 图 G 一 {u,v} 的 边 数 三 (n 一 2)(n 一 3)/2。 从 而 有 mm 志 (n 一 2)(n 一 3)/2 十 
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一] 二 《2 一 65% 十 6 十 2% 一 2)/2 二 (Wn 一 1)(n 一 2)/2 十 1 二 C021 十 1, 与 iw 二 C2_y 十 1 矛 导 。 

故 ,G 为 哈密 顿 图 。 

类 似 于 定理 9.8, 还 可 以 得 到 以 下 定理 。 

定理 9.9: 设 G 二 (V,E) 是 一 个 简单 图 ,车 对 于 V 中 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 u,vEV， 
d(w) 十 d(v) 宇 n 一 1, 其 中 IV| 二 nn, 则 G 中 有 哈密 顿 通路 。 

例 9.9: 考虑 在 7 天 内 安排 7 门 课程 的 考试 ,使 得 同一 位 教师 所 承担 的 两 门 课程 的 考试 
不 排 在 接连 的 两 天 中 。 证 明 , 如 果 所 有 教师 承担 的 课程 都 不 多 于 4 门 , 则 符合 上 述 要 求 的 考 
试 安排 总 是 可 能 的 。 

解 : 设 7 门 课程 的 考试 对 应 7 个 顶点 ,构成 顶点 集 V 二 {vw ,vs,… ,vi) ,对 于 任意 的 两 门 
课程 考试 w 和 wj(i 隆 站 ,车 它们 由 不 同 的 教师 讲授 , 则 在 两 点 间 画 一 条 边 {v; ,wj) ,构成 边 集 
玉 , 从 而 构成 图 G 二 (V,E)。 因 为 每 个 教师 所 承担 的 课程 数 不 超 过 4 门 ,所 以 每 个 顶点 vv 的 
度数 三 7 一 4 二 3。 对 于 任意 的 两 个 不 相 邻 的 顶点 和 vw,d(w) 十 d(v) 宇 6, 由 定理 9.9 知 ,G 
总 是 包含 一 条 哈密 顿 通路 , 它 对 应 7 门 课程 考试 的 一 个 适当 的 安排 。 

哈密 顿 路 与 哈密 顿 圈 的 概念 同样 可 以 在 有 向 图 中 定义 ,下 面 给 出 有 向 图 中 的 一 个 结果 。 

定理 9. 10: 一 个 有 向 完全 图 总 存在 哈密 顿 通路 。 

证 明 : 设 (vw ,vs，…,v,) 是 有 向 图 中 的 一 条 初等 通路 ,显然 ,这 样 的 通路 肯定 是 存在 的 ， 
最 差 的 情况 是 仅 有 一 条 边 的 通路 。 若 这 条 通路 包含 了 G 中 所 有 的 顶点 , 则 即 为 所 求 的 哈密 
顿 通路 。 否 则 设 w 是 不 在 这 条 路 上 一 个 顶点。 若 (w ,wy) EE, 则 把 v, 扩展 到 原来 的 初等 
通路 中 ,得 到 一 条 扩大 了 的 初等 通路 。 相 反 , 若 (us ,wy) 儿 E, 则 (wi ,vs)EE, 看 (v, ,vs) 是 否 
是 已 中 的 边 。 若 (wo)E 巨 , 则 (wu yu) 是 一 条 扩大 了 的 初等 通路 ; 若 (usw) 
代 正 , 则 (wuz)E 巨 ,看 (usyus) 是 否 是 已 中 的 边 …… 发 展 下 去 结果 有 两 个 : 其 一 ,存在 一 个 
vi(1Si<p—1), viv) EE, (vi ,vi) EE,NNGo ,vv 0 yo) 是 一 条 扩大 了 
的 初等 通路 ;其 二 ,对 于 所 有 的 i,1 二 i 二 p, (visv)EE, 则 (wy ,vs，…,v, ,vz) 是 一 条 扩大 了 
的 初等 通路 。 

同样 ,可 以 把 不 在 初等 通路 上 的 项 点 全 部 扩展 进去 ,得 到 一 条 哈密 顿 通路 。 

下 面 给 出 一 个 哈密 顿 回路 的 应 用 实例 一 一 旅行 商 问题 (Travelling Salesman Problem， 
TSP) ,又 译 为 旅行 推销 员 问 题 货 郎 担 问题 , 它 是 数学 领域 中 著名 难题 之 一 。 

人 们 在 日 常生 活 中 就 会 遇 到 这 问题 ,例如 : 

(1) 校车 的 司机 从 学 校 开车 出 来 ,到 不 同 的 街道 去 接 学 生 , 应 怎样 安排 行程 ,使 走 的 路 
程 最 短 , 并 且 可 以 接 到 所 有 的 孩子 回 到 学 校 去 ? 

(2) 为 了 跑 业 务 ,需要 乘 飞 机 飞 往 几 个 城市 ,应 怎样 安排 行程 , 走 遍 要 去 的 城市 ,最 后 回 
到 原 出 发 地 ,而 又 能 省 钱 ? 

旅行 商 问题 看 似 容易 .可 是 人 们 目前 还 没有 找 出 一 个 行 之 有 效 并 能 迅速 提供 解答 的 
方法 。 

人 们 认为 这 类 问题 的 大 型 实例 不 能 用 精确 算法 求解 ,而 只 能 采用 近似 算法 。 

下 面 介绍 一 个 称 为 最 邻近 算法 的 方法 。 

(1) 任 选 一 个 顶点 作为 始点 ,在 与 该 点 相关 联 的 边 中 选 权 值 最 小 的 一 条 边 ,把 这 条 边 作 


194 


离散 数学 


为 所 求 的 哈密 顿 圈 中 的 一 条 路 ,这 条 边 的 两 个 端点 称 为 被 访问 过 的 顶点 。 

(2) 设 工 是 表示 刚 加 入 路 中 的 一 条 边 上 的 新 访问 过 的 顶点 。 若 存在 未 被 访问 过 的 项 
点 ,在 工 和 未 被 访问 过 的 顶点 之 间 的 边 中 找 出 权 值 最 小 的 一 条 边 , 把 这 条 边 加 入 路 中 ,这 条 
边 的 另 一 个 顶点 是 新 访问 过 的 顶点 。 

(3) 若 不 存在 未 被 访问 过 的 顶点 ,就 将 新 访问 过 的 顶点 与 始点 之 间 的 边 加 入 这 条 路 ,得 
到 一 个 哈密 顿 圈 ; 否 则 执行 (2) 。 

图 9. 22(a) 给 出 了 一 个 带 权 的 完全 图 。 图 9. 22(b) 一 (TD 给 出 了 以 a 为 始点 ,用 最 邻近 
算法 构造 哈密 顿 圈 的 一 个 全 过 程 。 注 意 ,这 个 哈密 顿 圈 总 长 为 40; 而 从 顶点 e 出 发 求 出 的 
哈密 顿 圈 总 长 为 37, 这 是 最 短 哈密 顿 圈 。 


a a a 
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图 9.22 最 邻近 算法 求解 过 程 


96 二 部 图 


某 高 校准 备 分 派 nn 个 教师 4 ,ts，… ,i 讲授 mw 门 课程 clycz,…'cw。 已 知 这 些 教师 每 个 
人 都 能 胜任 一 门 或 几 门 课程 。 如 何 找到 一 种 合理 的 安排 ,使 每 个 教师 都 能 讲授 其 所 胜任 的 
课程 是 本 节 主 要 讨论 的 问题 。 

定义 9.18: 设 G==(V,E) 是 一 个 图 ,车 存在 顶点 集 V 的 一 个 划分 {Vi ,V;) ,使 得 对 于 任 
意 的 eEE, 存 在 viEVi,vs EV ,使 得 {wi ,v,}) 二 e, 就 说 (Vi,V,) 是 图 G 的 顶点 的 二 分 类 , 称 
图 G 为 二 部 图 ,或 称 二 分 图 ,也 称 偶 图 ,又 称 G 为 具有 二 分 类 (V1,V;) 的 偶 图 。 

G=(V,E) 是 一 个 二 部 图 , (Vi,V:) 是 G 的 二 分 类 , 若 对 于 任意 的 wmEVi,wceyVvs, 有 
{fuyuz)E 下 ,就 说 G 是 一 个 完全 二 部 图 。 设 |Vi|==n,1Vs|==m, 记 G 为 Auw, 图 9.23 给 出 了 
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两 个 完全 二 部 图 2,3 和 s,s。 


Le ka.3 
图 9.23 两 个 完全 二 部 图 


定理 9.11: 一 个 图 G 是 二 部 图 当 且 仅 当 它 的 所 有 回路 的 长 度 均 是 偶数 。 

证 明 : 先 证 必要 性 。 设 G 是 二 部 图 , (Vi,V;) 是 它 的 二 分 类 。 令 (vi ,vi ,vi Ui) 
是 G 中 的 一 条 长 度 为 1 的 回路 ,不 失 一 般 性 , 设 vs EVi, 因 此 ,由 二 部 图 的 定义 知 vi,， 
Vi EVi; 而 vi ,vv ,EVa, 所 以 1 一 1 是 奇数 , 故 1 是 偶数 。 

再 证 充分 性 。 

先 假设 G 是 连通 的 , 取 定 wEV, 定 义 V 的 两 个 子 集 如 下 : Vi 二 {vlvi 到 wo 的 距离 是 
偶数 },V, 二 {vi|wv; 到 wo 的 距离 是 奇数 }, 任 取 e=={vi,v}EE。 车 vw,vEVi, 由 Vi 的 定义 
知 ,从 vi 到 vw。 有 一 条 初等 通路 ,其 长 为 偶数 ,而 从 w 到 v; 也 有 一 条 初等 通路 ,其 长 也 为 偶 
数 , 再 加 上 边 {v;,vj}) 得 到 一 条 回路 ,此 回路 的 长 度 是 偶数 十 偶数 十 1, 即 为 奇数 ,与 题 设 韦 
盾 。 这 说 明 vi 与 vj 不 可 能 同时 属于 ww 。 同 样 可 以 证 明 wi 与 v 不 可 能 同时 属于 V: 。 因 此 
CVi,V:) 是 G 的 一 个 二 分 类 , 即 G 是 一 个 二 部 图 。 

如 果 G 不 连通 , 设 G 为 k 个 独立 的 连通 分 枝 ( 子 图 ) ,对 于 G 的 每 一 个 连通 分 枝 ,由 上 面 
的 证 明 可 以 得 到 其 二 分 类 ,分 别 设 为 (VB ,V 呈 ) ,CCV ,VP) Vi ,V 史 )。 则 令 V U 
V 名 U…UVY 人 =ViV 包 UV2 U…UYV 史 =V ,因此 G 是 一 个 具有 二 分 类 (Vi,V:) 的 二 
部 图 。 

定义 9.19: 设 无 向 图 G=(V,E),(Vi,V:) 是 G 的 一 个 二 分 类 ,MESE。 若 M 中 任意 两 
条 边 都 不 相 邻 , 则 称 M 为 G 的 一 个 匹配 ,并 把 M 中 的 边 所 关联 的 两 个 顶点 称 为 在 M 下 是 
匹配 的 。 若 在 M 中 再 加 入 任何 一 条 边 就 不 匹配 了 , 称 M 为 极 大 匹配 。 边 数 最 多 的 极 大 匹 
配 称 为 G 的 最 大 匹配 。 

设 M 为 G 的 一 个 匹配 ,车 Vi 中 的 每 个 顶点 都 是 M 中 边 的 端点 或 |1M| 二 1Vi|, 则 称 M 
是 从 Vi 到 Vs 的 完全 匹配 。 若 G 中 的 每 个 顶点 都 是 M 中 边 的 端点 , 则 称 M 为 G 的 完全 
匹配 。 

例 9.10: 已 知 第 一 组 软件 工作 人 员 为 {Alice.Mary.John.Mark} .第 二 组 软件 工作 人 员 
为 {Nancy,Jane,Ana,Sun)。 两 组 需 完成 相同 的 4 种 工作 ,其 工作 的 集合 为 {需求 ,架构 , 实 
现 ,测试 } 。 两 组 人 员 的 任务 分 配 如 图 9. 24 所 示 。 

图 9.24 中 {(Alice, 需 求 ), (Mary, 测 试 )}、{(Alice, 测 试 ), (Mary, 实 现 ), (Mark, 需 
求 ),(John. 架 构 ))、{(Nancy, 架 构 ),(Jane, 实 现 ),(Sun, 测 试 )}、{(Nancy, 架 构 ),(Jane, 需 
求 ),(Sun, 测 试 )} 等 是 该 图 的 匹配 。 其 中 {(Alice, 测 试 ), (Mary, 实现 ), (Mark, 需 求 )， 
(John, 架 构 )} 是 极 大 匹配 ,也 是 Vi 到 Vs 的 完全 匹配 ,也 是 左 侧 的 图 的 完全 匹配 。 
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V Alice Mary John Mark Nancy Jane Ana Sun 


万 “需求 架构 实现 测试 需求 架构 实现 测试 
图 9.24 两 组 人 员 的 任务 分 配 


{(Nancy, 架 构 ),(Jane, 需 求 ),(Sun, 测 试 )} 是 右 侧 的 图 的 极 大 匹配 ,但 右 侧 的 图 中 不 存在 
任何 完全 匹配 。 

定理 9.12(Hall 定理 ) : 设 G=(V,E) 为 一 个 二 部 图 , (Vi,V;) 是 G 的 一 个 二 分 类 , 且 
|Vi| 志 IV:|1。G 中 存在 从 Vi 到 V 的 完全 匹配 当 且 仅 当 Vi 中 任意 &(k==1,2,…,|V1i|) 个 
顶点 至 少 邻接 V 中 的 个 顶点 。 

该 定理 证 明 较为 复杂 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 相关 书籍 。 

定理 9.13( 条 件 ): 设 G=(V,E) 为 一 个 二 部 图 ,(Vi,V;) 是 G 的 一 个 二 分 类 。 若 Vi 
中 每 个 顶点 至 少 关联 5(! 二 0) 条 边 , 而 Vs 中 的 每 个 顶点 至 多 关联 1 条 边 , 则 G 中 存在 w 到 
Vs 的 完全 匹配 。 

证 明 : 由 于 W 中 每 个 顶点 至 少 关联 &(t 二 0) 条 边 , 所 以 Vi 中 任意 人 个 顶点 至 少 邻 接 V。 
中 的 个 项 点。 由 于 V。 中 的 每 个 顶点 至 多 关联 上 条 边 , 所 以 Vi 中 任意 个 顶点 至 少 邻 接 
V; 中 的 个 顶点 。 由 定理 9.12 知 ,G 中 存在 Vi 到 V: 的 完全 匹配 。 

例 9.11: 某 大 学 计算 机 学 院 有 6 个 教师 ,分 别 是 Alice、John、Mark、Tom、Smith、Peter。 
每 个 教师 被 分 配 讲授 以 下 6 门 课程 之 一 : 离散 数学 .数据 结构 .操作 系统 .人 工 智 能 ,程序 设 
计 和 机 器 学 习 。 假 设 Alice 能 够 胜任 离散 数学 .操作 系统 和 人 工 智能 ,John 能 够 胜任 数据 结 
构 和 操作 系统 ,Mark 能 够 胜任 操作 系统 .人 工 智能 和 机 器 学 习 ,Tom 能 够 胜任 离散 数学 和 
数据 结构 ,Smith 能 够 胜任 人 工 智 能 ,Peter 能 够 胜任 数据 结构 ,程序 设计 和 机 器 学 习 。 

(1) 构建 6 个 教师 和 他 们 能 够 胜任 课程 的 二 部 图 模型 。 

(2) 使 用 Hall 定理 判断 是 否 存 在 一 种 分 配方 案 , 使 每 个 教师 都 能 分 配 到 其 能 够 胜任 的 
一 门 课 程 。 

(3) 如 果 存 在 上 述 分 配方 案 , 请 给 出 该 方案 。 

解 : 

(1) 6 个 教师 和 他 们 能 够 胜任 课程 的 二 部 图 模型 如 图 9. 25 所 示 。 


WP Alice John Mark Tom Smith Peter 


离散 数学 数据 结构 操作 系统 人 工 智能 程序 设计 机 器 学 习 
图 9.25 例 9.11 的 二 部 图 模型 
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(2) 因为 由 图 9. 25 知 Vi 中 的 任意 & 个 顶点 至 少 邻接 Vs: 中 的 个 顶点 ,所 以 由 Hall 


定理 知 ,存在 一 种 分 配方 案 , 使 每 个 教师 都 能 分 配 到 其 能 够 胜任 的 一 门 课程 。 

(3) {(Alice, 操 作 系 统 ), (John, 数 据 结 构 ), (Mark, 机 器 学 习 ), (Tom, 离 散 数学 )， 
(CSmith, 人 工 智能 ),(Peter, 程 序 设计 )} 是 其 中 的 一 种 分 配方 案 。 

例 9.12: 已 知 G==(V,E) 为 一 个 二 部 图 ,1V|==n,1E|==m。 证 明 ms 过/4。 

证 明 ; 设 (Vi,V;) 为 二 部 图 的 顶点 二 分 类 , 令 |Vi|=, 则 |Vs|==n 一 mm。 根 据 二 部 图 
的 性 质 知 


2 2 2 
n nn nn 
mn Xn—m)=nm—n? A 二 zi 一 对 本 (Ca 


<4 
例 9.13: 有 几 堆 石头 ,两 个 选手 轮流 移动 石头 ,一 个 合法 的 移动 包括 从 其 中 一 堆 取 走 一 
块 或 多 块 石头 ,而 不 去 移动 其 余 几 堆 石 头 ,不 能 进行 合法 移动 的 选手 告 负 。 已 知 开局 时 有 3 
堆 石 头 ,每 堆 各 有 2 块 石头 , 画 出 取石 头 游戏 的 有 向 二 部 图 ,并 说 明 应 怎样 选择 最 优 策略 。 
解 : 设 cz 和 2 表示 3 堆 石 头 数 分 别 为 jk 时 下 次 轮 到 选手 a 和 2 的 情况 。 二 部 图 
模型 如 图 9. 26 所 示 ( 注 意 边 有 方向 , 称 该 类 型 的 图 为 有 向 二 部 图 )。 
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图 9.26 取石 头 游戏 二 部 图 模型 
由 二 部 图 模型 知 ,最 优 策略 是 : a 要 争取 到 {boo ,buo ,bz2o} 的 情形 就 能 取胜 ,6 要 争取 到 


{aoo yano azz0) 的 情形 就 能 取胜 。 即 先 取 者 第 一 次 取 两 块 石头 ,以 后 各 次 如 取 法 无 误 , 先 取 
者 必 是 取胜 者 。 


97 平面 图 与 平面 图 的 着 色 


制作 电路 板 时 必须 把 电路 除 接点 外 的 导线 不 相交 地 印 制 在 电路 板 上 ,这 就 提出 了 一 个 
怎样 将 图 各 边 不 相交 地 画 在 一 个 平面 上 的 问题 ,也 就 是 平面 图 的 问题 。 


971 平面 图 


定义 9.20: 一 个 图 G 二 (V,E) 如 果 能 够 画 在 一 个 平面 上 , 除 项 点 外 , 它 的 边 彼 此 不 相 
交 , 这 种 图 称 为 平面 图 ,反之 称 为 非 平面 图 。 


把 一 个 平面 图 G 画 在 一 个 平面 上 ,使 得 它 的 边 仅 在 顶点 相交 ,这 样 的 一 种 画 法 称 为 G 


198 


离散 数学 
的 一 个 平面 戏 入 。 图 9. 27(b) 表 示 图 9. 27(a) 中 的 平面 图 的 一 个 平面 嵌入 。 


WY 


(a) (b) 
图 9.27 平面 图 及 其 平面 嵌入 的 例子 


把 一 个 平面 图 画 在 一 个 平面 上 ,使 它 的 边 仅 在 顶点 相交 ,然后 ,用 剪刀 沿 各 边 将 平面 图 
剪 开 ,于 是 一 个 平面 分 成 了 若干 个 小 片 ,每 个 小 片 叫 平面 的 一 个 区 域 ,也 就 是 一 个 平面 图 的 
区 域 是 由 图 中 的 边 围 成 的 , 且 不 能 再 分 成 更 小 的 区 域 。 如 果 区 域 的 面积 是 有 限 的 , 称 它 为 有 
限 区 域 ; 如 果 区 域 的 面积 是 无 限 的 , 称 它 为 无 限 区域 。 如 图 9. 27(b) 所 示 ,整个 平面 分 成 了 6 
个 区 域 ,mm 和 六 分 别 由 3 条 边 围 成 ,mr 由 4 条 边 围 成 , 和 xs 各 由 5 条 边 围 成 。x。 是 无 
限 区 域 , 其 余 是 有 限 区 域 。 

显然 ,一 个 简单 图 (一 般 假 设 图 中 至 少 有 3 个 顶点) 的 任何 一 个 区 域 至 少 要 由 3 条 边 围 
成 ,任何 一 个 平面 图 有 且 仅 有 一 个 无 限 区 域 。 

在 连通 的 平面 图 中 有 一 个 关于 顶点 、 边 和 面 的 数目 的 简单 公式 ,名 为 欧 拉 公 式 , 因 为 欧 


定理 9.14: 对 于 任何 一 个 连通 的 平面 图 G=(V,E),IV|=n,1E|==m,; 则 有 一 mm 十 r 
2。 其 中 + 代表 G 的 区 域 数 。 

证 明 : 对 边 数 m 用 归纳 法 。 

当 mm 二 1, 即 G 仅 有 一 条 边 时 ,由 于 G 是 连通 图 , 故 图 G 的 顶点 数 只 能 是 1 或 2。 若 "一 1， 
仅 有 一 个 自 环 , 此 时 n=1,m 二 1,r 二 2, 满 足 一 mr 十 r= 二 2 ,命题 成 立 ; 若 2 一 2, 此 时 G 有 两 个 
顶点 ,这 两 个 顶点 之 间 有 一 条 边 , 则 r= 二 1, 满 足 一 十 r 二 2, 命 题 也 成 立 。 

所 以 , 当 m= 二 1 时 命题 成 立 。 

假设 m=k 时 命题 成 立 。 当 m= 二 & 十 1 时 , 若 G 中 存在 一 个 度数 为 1 的 顶点 , 设 为 vo ,在 
G 中 控 去 顶点 we ,得 一 个 新 图 G' ,此 时 新 图 G 比 G 少 了 一 条 关联 wv 的 边 , 即 G 有 k 条 边 ， 
由 归纳 假定 x 一 m' 十 二 2。 其 中 为 G' 中 的 顶点 数 ,m 为 G' 中 的 边 数 ,r 为 G' 含 有 的 区 域 
数 。 但 n= 十 1,m 二 mr 十 1, 而 r= 二 r ,所 以 有 nn 一 m 十 r= 二 2。 

若 G 中 没有 度数 为 1 的 顶点 , 则 G 中 一 定 有 回路 。 我 们 擦 去 回路 中 的 一 条 边 ,得 到 一 
个 新 图 G , 则 有 =n ,m= 二 =m 十 1,r==r7 十 1, 其 中 mr 分别 为 G' 的 顶点 数 、 边 数 、 区 域 
数 。 由 归纳 假设 ,在 G' 中 有 nn 一 m' 十 r= 二 2, 所 以 也 有 nn 一 m 十 r= 二 2。 

命题 得 证 。 

必须 强调 指出 , 欧 拉 公式 仅 适 用 于 连通 的 平面 图 。 但 是 ,用 欧 拉 公式 直接 判定 一 个 连通 
图 是 否 是 平面 图 是 很 难 的 ,因为 在 没有 把 这 个 图 的 各 条 边 不 相交 地 画 在 一 个 平面 上 时 ,无 法 
知道 区 域 数 ~ 是 多 少 。 下 面 应 用 欧 拉 公式 证 明 两 个 有 用 的 定理 。 
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首先 看 一 个 命题 。 

命题 : G 一 (V,E) 是 一 个 简单 平面 图 ,|E| 二 m,r 为 区 域 数 。 若 平面 图 的 每 个 区 域 至 少 
由 条 边 围 成 , 则 2m 三 kr。 

证 明 : 因为 平面 图 的 每 个 区 域 至 少 由 条 边 围 成 ,所 以 围 成 + 个 区 域 的 总 边 数 三 kr。 
又 因为 一 条 边 最 多 关联 两 个 区 域 ,而 度数 为 1 的 顶点 邻接 的 边 仅 关联 一 个 区 域 ,所 以 围 成 7 
区 域 的 总 边 数 三 2m, 故 2m 宇 kr。 

定理 9.15: 对 于 任何 一 个 简单 的 无 向 连通 平面 图 G==(V,E),IV|==n(n 宇 3),|E|=m， 
有 m 三 3n 一 6。 

证 明 : 由 于 G 是 简单 无 向 图 , 则 任何 一 个 区 域 至 少 由 3 条 边 围 成 ,所 以 由 上 面 的 命题 知 
2m 宇 3r7, 其 中 7 是 区 域 数 , 即 r 三 2m/3。 因 为 G 为 简单 的 无 向 连通 平面 图 ,n 一 mm 十 "二 2, 所 
以 有 nn 一 x 十 2m/3 宇 2, 即 有 m 夺 3n 一 6。 

下 面 应 用 定理 9. 15 来 判定 Ks 不 是 平面 图 。Ks( 见 图 9. 28) 中 有 一 5,m 一 10,3X5 一 
6 二 9,m 之 9, 所 以 Ks 不 是 平面 图 。Kss 中 有 n= 二 6,m 二 9,3X6 一 6 二 12,m 二 12。 但 是 否 能 肯 
定 Ks,s 是 平面 图 呢 ? 定理 9. 15 仅 是 必要 条 件 , 并 不 充分 。 由 图 9. 28 可 知 Ks, 不 是 平面 图 。 
仔细 分 析 不 难看 出 ,在 KK;,; 中 每 一 个 区 域 都 是 被 4 条 边 围 成 的 。 为 此 ,给 出 下 面 的 定理 。 
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Ks Ks 


图 9.28 Ks 和 Ks 


定理 9.16: 对 于 任何 一 个 每 个 回路 至 少 由 4 条 边 组 成 的 简单 的 连通 平面 图 G=(V， 
E),IV|=n,|E|=m, 有 m2n—4。 

证 明 : 因为 每 个 回路 至 少 由 4 条 边 组 成 ,所 以 由 上 面 的 命题 知 2m 宇 4r, 其 中 7 是 区 域 
数 。 所 以 rm/2, 由 欧 拉 公 式 nn 一 m 十 r= 二 2 得 nn 一 m 十 m/2 宇 2, 即 m2n 一 4。 

由 定理 9. 16 来 判定 K;,; 不 是 平面 图 。 因 为 在 Ks,3 中 n==6,m 二 9,2X6 一 4 二 8,m 二 8， 
故 Ks.s 不 是 平面 图 。 

定理 9. 15 和 定理 9. 16 都 是 必要 条 件 。 数 学 家 库 拉 道 夫 斯 基 (Kuratowski) 在 1930 年 
给 出 了 判定 一 个 图 是 平面 图 的 充 要 条 件 。 这 个 定理 证 明太 复杂 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 相关 
书籍 。 

先 介绍 一 个 概念 。 若 在 两 个 图 Gi 与 G; 中 加 上 或 去 掉 一 些 2 度 顶点 后 ,G 与 Gs 是 同 
构 的 两 个 图 , 称 这 两 个 图 在 2 度 顶 点 内 同 构 ( 也 称 为 同 豚 ) 。 例 如 ,图 9. 29(a) 和 (b) 就 是 两 
个 在 2 度 顶点 内 同 构 的 图 ,其 中 .图 9.29(b) 中 的 点 表示 加 上 的 2 度 顶点 。 

定理 9.17: 一 个 图 若 不 包含 与 Ks 或 K;.; 在 2 度 顶 点 内 同 构 的 子 图 当 且 仅 当 它 是 平面 
图 。K; 或 Ks.s 也 称 库 拉 道 夫 斯 基 图 。 
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图 9.29 两 个 在 2 度 项 点 内 同 构 的 图 


例 9.14: 证 明和 披 德 逊 图 (如 图 9. 30(a) 所 示 ) 不 是 平面 图 。 
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图 9.30 ” 彼 德 还 图 及 与 Ks. 同 构 的 图 


证 明 : 删除 图 9. 30(a) 中 打 又 的 边 ,得 到 如 图 9. 30(b) 所 示 的 子 图 ,该 图 与 图 9. 30(c) 同 
构 。 显 然 图 9. 30(c) 与 Ks.s 同 构 , 因 此 ,由 定理 9. 17 知 彼 德 逊 图 不 是 平面 图 。 


972 平面 图 的 着 色 


一 个 平面 图 的 任意 两 个 区 域 若 有 一 条 公共 边 , 则 称 这 两 个 区 域 是 相 邻 的 。 平 面 图 的 着 
色 问 题 表述 如 下 : 对 平面 图 的 所 有 区 域 着 色 ,至 少 要 用 几 种 不 同 颜色 才能 使 得 任何 两 个 相 
邻 区 域 有 不 同 的 颜色 ? 在 100 多 年 前 ,英国 青年 Guthrie 提出 : 任何 连通 的 平面 图 都 可 以 用 
最 多 4 种 颜色 对 每 一 个 区 域 着 色 ,使 相 邻 区 域 颜 色 不 同 。 到 目前 为 止 ,没有 找到 一 种 平面 图 
一 定 要 用 5 种 颜色 着 色 的 ,但 是 又 无 法 用 数学 方法 证 明 这 个 猜测 的 正确 性 。1976 年 美国 伊 
利 诺 伊 大 学 的 两 位 教授 一 一 阿 佩 尔 (Appel) 和 海 肯 (Haken) 宣 布 ,他 们 用 计算 机 证 明了 这 个 
问题 。 对 数学 家 来 说 ,总 还 是 希望 能 找到 数学 方法 的 证 明 。 
个 图 对 其 每 一 个 顶点 着 上 一 种 颜色 ,使 得 相 邻 的 两 个 顶点 颜色 不 同 。 如 果 它 至 少 需 
nn 种 颜色 才能 完成 着 色 , 就 称 这 个 图 为 nn 色 图 . 记 x(G) 二 n。 读 者 自然 会 提出 一 个 问题 ,是 
否 可 以 把 平面 图 的 区 域 着 色 问 题 转化 为 平面 图 的 项 点 着 色 问 题 ? 答案 是 肯定 的 。 为 了 解决 
这 个 问题 , 先 介绍 平面 图 的 对 偶 图 的 概念 。 
设 G 是 一 个 连通 平面 图 。G 已 经 被 符 入 某 一 平面 内 ,把 平面 分 为 ! 个 区 域 ,在 每 一 个 
区 域内 取 定 一 点 x; 代表 这 个 区 域 .车 x; 和 xr; 是 两 个 区 域 ,它们 之 间 有 若干 条 公共 边 ,对 每 
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第 9" 章 图 论 
一 条 公共 边 , 画 一 条 连接 x; 和; 并 与 这 条 公共 边 相 交 的 线 ( 直 线 或 曲线 ) ,有 多 少 条 公共 边 
就 画 多 少 条 这 样 的 线 , 就 得 到 一 个 新 图 , 记 为 G” , 称 之 为 图 G 的 对 偶 图 。 从 画 法 知 ,G 和 
G* 有 相同 的 边 数 。 

例 9.15: 图 9.31 中 的 实 线 表示 图 G, 它 的 对 偶 图 G* 用 虚线 表示 。 注 意图 G 和 G" 中 
的 1 度 顶 点 和 自 环 是 怎样 处 理 的 。 


图 9.31 对 偶 图 的 构造 


显然 ,为 G 中 的 每 个 区 域 着 色 对 应 于 为 G* 中 的 每 个 顶点 着 色 ,反之 亦 然 。 而 且 G* 与 
G 同 是 连通 的 平面 图 。 

定理 9.18: 任何 一 个 简单 的 连通 平面 图 都 是 5 色 图 。 

首先 ,证 明 G 中 一 定 存在 一 个 顶点 ,其 度数 小 于 或 等 于 5。 用 反 证 法 , 若 每 一 个 顶点 度 
数 均 大 于 5, 则 根据 握手 定理 知 ,2| 巨 | 王 宇 d(u) 三 6|V|, 即 | 下 | 三 31V|。 但 G 是 简单 的 连通 
平面 图 ,由 定理 9.15 知 ,1E| 志 31V1 一 6, 显 然 与 1E| 宇 31V1 蔬 盾 。 这 说 明 原 图 至 少 有 一 个 
顶点 度数 小 于 或 等 于 5。 

下 面 对 图 的 项 点 用 归纳 法 来 证 明定 理 9. 18。 

当 n 二 |V|<5 时 ,结论 显然 成 立 。 

假设 图 的 项 点数 小 于 或 等 于 n 一 1 时 定理 成 立 。 

下 面 看 有 个 顶点 的 图 。 

由 前 面 知 ,此 图 一 定 有 一 个 顶点 记 为 vo,d(w) 三 5。 从 图 G 中 擦 去 wv。 得 G 的 一 个 子 
图 , 它 有 一 1 个 顶点 , 且 是 连通 的 平面 图 ,可 以 用 5 种 颜色 着 色 。 对 它 进 行 着 色 , 用 红 、 白 、 
黄 、 蓝 、 黑 5 种 颜色 刚好 为 这 个 子 图 的 每 一 个 顶点 着 上 一 种 颜色 , 且 相 邻 顶点 颜色 不 同 。 

若 du) 二 5, 或 dv)=5 且 与 vo 相 邻 的 这 些 点 仅 着 了 4 种 颜色 , 则 w 可 着 第 5 种 颜 
色 ,定理 成 立 , 见 图 9.32(a) 和 (b)。 

车 dl(w) 二 5 且 与 w 相 邻 的 5 个 顶点 着 的 是 5 种 不 同 颜色 ,如 图 9. 32 (c) 所 示 。 在 这 
种 情况 下 ,wi 着 黄色 ,与 vi 相 邻 的 其 余 顶 点 中 一 定 有 着 白色 的 ,否则 mm 可 以 改 着 白色 ,而 wo 
着 黄色 ,定理 得 证 。 设 v 和 vw 相 邻 , 且 w 着 白色 ,与 ww 相 邻 的 顶点 中 一 定 有 着 黄色 的 ,和 否 
则 w 着 黄色 ,mm 着 白色 ,vo 着 黄色 …… 由 此 可 以 得 到 图 中 一 条 黄白 两 色 项 点 交错 的 线 。 这 
条 线 若 最 后 可 以 通 到 mw , 则 得 到 一 条 从 v 到 vw 的 封闭 的 黄白 交错 的 回路 (包括 w) ,如 
图 9. 33(a) 所 示 ; 也 有 可 能 这 条 线 无 论 怎样 都 走 不 到 mw ,如 图 9. 33(b) 所 示 。 此 时 可 以 把 这 
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(a) (b) (9) 
图 9.32 3 种 可 能 的 着 色 


条 线 的 顶点 颜色 改 一 下 ,着 黄色 的 改 为 着 白色 ,着 白色 的 改 为 着 黄色 ,此 时 w 可 着 黄色 ,如 
图 9. 33(c) 所 示 。 


图 9.33 黄白 交错 着 色 图 


如 果 黄 白 交错 的 线 走 到 m ,如 图 9. 33(a) 所 示 ,此 时 看 v 与 w ,如 法 炮制 ,从 ww 出 发 产 
生 蓝 红 交 错 线 。 若 蓝 红 交 错 线 无 论 怎样 都 走 不 到 w ,如 图 9. 34(Ca) 所 示 ,此 时 可 以 改动 这 一 
条 线 上 顶点 的 颜色 ,把 着 红色 改 为 着 蓝 色 ,着 蓝 色 的 改 为 着 红色 。 此 时 w 可 着 蓝 色 ,如 
图 9. 34(b) 所 示 。 


图 9.34 蓝 红 交错 着 色 图 


如 果 蓝 红 交 错 线 也 走 到 v; , 即 得 到 一 条 从 w 到 vs 的 封闭 的 蓝 红 交 错 的 回路 (包括 mw)， 
如 图 9. 34(c) 所 示 。 此 时 ,黄白 交错 线 与 蓝 红 交 错 线 一 定 相交 。 因 为 是 平面 图 ,交点 也 是 顶 
点 , 则 交点 着 色 产 生 矛 盾 , 即 交点 在 黄白 交错 线 上 应 着 白色 或 黄色 ,在 蓝 红 交 错 线 上 又 应 着 
红色 或 蓝 色 。 这 说 明 此 情况 不 可 能 发 生 。 定 理 得 证 。 


98 典型 例题 


例 9. 16: 若 无 向 图 G 中 恰 有 两 个 奇数 度 顶 点 ,证 明 这 两 个 奇数 度 顶 点 必 连 通 。 

证 明 : 假设 G 中 两 个 奇数 度 顶 点 x 和 不 连通 , 则 w 和 w 分 别处 在 G 的 两 个 不 连通 的 
分 枝 C 和 Gs 中 ,因而 G, 和 Gs 作为 独立 的 图 时 , 均 只 有 一 个 奇数 度 顶 点 ,从 而 知 CG 和 Gs 
中 项 点 的 度数 之 和 均 为 奇数 ,与 握手 定理 矛盾 。 故 两 个 奇数 度 顶 点 必 连 通 。 

例 9.17: 设 图 G=(V,E) 有 nn 个 顶点 ,5n 条 边 , 且 存 在 一 个 度数 为 9 的 顶点, 证明: G 
中 至 少 有 一 个 顶点 的 度数 大 于 或 等 于 11。 

证 明 : 设 G 中 所 有 顶点 的 度数 均 小 于 或 等 于 10, 则 根据 握手 定理 知 

10n=2|E|= Dd(w) <9x1+100—D) = 102 一 1 一 107 


矛盾 , 故 G 中 至 少 有 一 个 顶点 的 度数 大 于 或 等 于 11。 

例 9.18: 某 工 厂 生产 由 8 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 。 已 知 在 一 批 双 色 布 中 ,每 种 
颜色 至 少 与 其 他 4 种 颜色 相 搭配 。 证 明 可 以 从 这 批 双 色 布 中 找 出 4 种 ,它们 由 8 种 不 同 颜 
色 的 纱 织 成 。 试 用 图 论 的 语言 证 明之 。 

证 明 : 以 8 种 不 同 颜 色 的 纱 为 8 个 顶点 ,构成 项 点 集 V={u ,vs,… ,vs}), 若 两 种 颜色 
wu (Ci 天 门 相 搭配 , 则 在 两 点 间 画 一 条 边 , 构 成 边 集 巨 , 从 而 构成 图 G=(V,E)。 因 为 每 种 
颜色 至 少 与 其 他 4 种 颜色 相 搭配 , 则 每 个 顶点 的 度数 大 于 或 等 于 4, 对 于 任意 两 个 不 相 邻 的 
顶点 & 和 vw,d(w) 十 d(v) 三 8, 则 由 哈密 顿 图 的 充分 条 件 知 ,G 为 哈密 顿 图 ,存在 哈密 顿 圈 
(TE 则 可 以 从 这 批 双 色 布 中 找 出 4 种 双色 布 (w vi) (Ui, 
Vi) CVis Vi ) Cu yu )， 它们 由 8 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 。 

例 9. 19 : 设 G=(V， E) 是 无 向 连通 图 ,证 明 若 G 中 有 制 点 或 桥 , 则 G 不 是 哈密 顿 图 。 

证 明 : 

(1) 设 v 是 连通 图 G 中 的 割 点 , 则 S={v) 为 G 中 的 点 的 割 集 , 于 是 W(G 一 S) 二 2 二 1 一 
1S1, 与 哈密 顿 图 的 必要 条 件 矛 盾 , 故 G 不 是 哈密 顿 图 。 

(2) 设 e 二 (u,v) 为 G 中 的 一 个 桥 ,车 和 w 的 度数 均 为 1, 则 G 为 两 个 顶点 的 完全 图 
Ks ,Ki 不 是 哈密 顿 图 。 若 wu 和 w 中 至 少 有 一 个 顶点 其 度数 大 于 或 等 于 2, 不 妨 设 d(x) 之 2。 
由 于 e 与 :关联 ,上 且 。e 为 桥 , 所 以 删除 zx 后 ,G 至 少 产生 两 个 连通 分 支 , 故 x 为 割 点 。 由 (1) 
可 知 G 不 是 哈密 顿 图 。 

例 9.20: G 二 (V,E) 是 一 个 图 ,车 G 中 每 个 顶点 的 度数 均 大 于 或 等 于 3, 证 明 不 存在 有 
7 条 边 的 连通 简单 平面 图 。 

证 明 : 设 存在 一 个 有 7 条 边 的 连通 简单 平面 图 , 令 G 有 nn 个 顶点 .m 条 边 和 个 面 , 且 
1 一 7。 根 据 欧 拉 公式 n 一 m 十 r= 二 2 知 n 十 r 二 9。 

因为 G 为 连通 简单 平面 图 ,每 个 平面 至 少 由 3 条 边 围 成 ,所 以 2m 宇 3r,r 夺 2m/3 二 
14/3, 故 r4。 又 因为 G 中 每 个 顶点 的 度数 均 大 于 或 等 于 3, 则 根据 握手 定理 知 14 二 2m 一 
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2|E|= > d(v) 宇 3n, 故 n 三 4。 于 是 ,n 十 r 二 8 二 9, 与 n 十 r= 二 9 矛盾 。 

故 不 存在 有 7 条 边 的 连通 简单 平面 图 。 

例 9.21: 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 的 连通 无 向 平面 图 , 且 |V| 宇 3。 证 明 G 中 至 少 存在 
3 个 顶点 ,其 度数 小 于 或 等 于 5。 

证 明 : 设 G 中 最 多 只 有 两 个 顶点 ,它们 的 度数 均 小 于 或 等 于 5, 其 度数 分 别 为 xz 和 y, 则 
1<(z 十 y)/2 壹 5。 根据 握手 定理 知 ,2|E| 二 》) 4(w) 宇 zx 十 y 十 6(1V1 一 2), 于 是 |E| 之 
31V| 十 (z 十 y)/2 一 6>3|V| 一 6。 因 为 G 是 一 个 简单 的 连通 无 向 平面 图 , 则 | 天 | 委 31V| 一 
6, 与 | 局 | 二 31V| 一 6 矛盾 , 故 G 中 至 少 存在 3 个 顶点 ,其 度数 小 于 或 等 于 5。 

例 9.22: G 二 (V,E) 是 一 个 简单 连通 图 。 且 G 是 一 个 二 部 图 ( 偶 图 ) ,相应 地 顶点 分 类 
为 (Vi,V;), 且 |Vi| 云 IV;1。 证明 G 不 是 哈密 顿 图 。 

证 明 : 设 G 是 哈密 顿 图 ,因为 |Vi| 关 |Vs|, 则 |Vi| 二 IV; | 或 |Vi| 达 |V;|。 不 妨 设 |Vi| 
二 IV;|。 根 据 二 部 图 的 定义 知 ,W(G 一 V;) = 二 1Vi | 这 1V;|。 与 哈密 顿 图 的 必要 条 件 蔬 盾 ， 
故 G 不 是 哈密 顿 图 。 


习题 


9.1 设 V={uyvyw,z,y), 画 出 图 G=(V,E), 其 中 ， 

(1) E={(u0) (ux), (vw) (vy) (ry)} 

(2) E={(uv0) , (vw) (wx) (wy), (zyy))。 
再 求 各 个 顶点 的 度数 。 

9.2 设 G 是 具有 4 个 顶点 的 完全 图 。 

(1) 写 出 G 的 所 有 生成 子 图 。 

(2) G 的 所 有 互 不 同 构 的 子 图 有 和 多少? 

9.3 一 个 无 向 简单 图 如 果 同 构 于 它 的 补 图 , 则 称 这 个 图 为 自 互 补 图 。 

(1) 画 出 5 个 顶点 的 自 互补 图 。 

(2) 证 明 一 个 自 互 补 图 一 定 只 有 4 或 4 十 1 个 顶点 (& 是 整数 ) 。 

9.4 画 出 两 个 不 同 构 的 简单 无 向 图 ,每 一 个 图 都 仅 有 6 个 顶点, 且 每 个 顶点 都 是 3 度 ， 
并 指出 这 两 个 图 为 什么 不 同 构 。 

9.5 证 明 任意 两 个 同 构 的 无 向 图 一 定 有 一 个 同样 的 顶点 度 序 列 。 项 点 度 序列 是 一 组 
按 大 小 排列 的 正 整数 ,每 一 个 数 对 应 某 一 个 顶点 的 度数 。 

9.6 图 9.35 中 所 给 的 (a) 与 (b) 是 否 同 构 ? 为 什么 ? 

9.7 有 9 个 人 在 一 起 打 乒 乓 球 ,已 知 他 们 每 人 至 少 和 另外 3 个 人 各 打 过 一 场 球 , 则 一 
定 有 一 个 人 不 止 和 3 个 人 打 过 球 。 用 图 论语 言 解释 这 件 事 。 

9.8 证 明 一 个 无 向 图 的 奇数 度 的 顶点 一 定 有 偶数 个 。 

9.9 设 6.4 分 别 是 图 G 二 (V,E) 中 顶点 的 最 小 度数 和 最 大 度数 。|V| 二 nn,1E|==m, 证 


图 9.35 题 9.6 图 


明 6 二 2m/n 夺 A。 

9.10 证 明 : 在 不 少 于 2 个 人 的 人 群 中 ,至 少 有 两 个 人 在 这 群 人 中 朋友 数 相同 。 

9.11 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 无 向 图 ,IV|==n,1E|==m。 证明: 车 |E|(n 一 1)(n 一 
2)/2, 则 G 是 连通 图 。 

9.12 设 G==(V,E) 是 一 个 简单 图 。 证明: 车 G 不 连通 , 则 G 的 补 图 G 一 定 连通 。 

9.13 已 知 关 于 a.b.c.dve、f 和 g 这 7 个 人 的 下 述 事实 : 

a 说 英语 。 

4 说 英语 和 西班牙 语 。 

< 说 英语 、 意 大 利 语 和 俄语 。 

d 说 日 语 和 西班牙 语 。 

e 说 德语 和 意大利 语 。 

了 说 法 语 、 日 语 和 俄语 。 

8 说 法 语 和 德语 。 

上 述 7 个 人 中 是 否 任意 两 人 都 能 交谈 (如 果 必 要 ,可 由 其 余 5 人 所 组 成 的 译员 链 帮 忙 )? 
为 什么 ? 

9.14 (di ,ds,…,d,) 是 一 个 非 负 整数 的 元 数组 ,车 存 在 一 个 个 顶点 的 简单 无 向 
图 ,使 得 其 顶点 的 度 分 别 是 di ,ds ,…,d,, 则 称 这 个 元 数组 是 可 图 的 。 

(1) 证 明 (4,3,2,2,1) 是 可 图 的 。 

(2) 证 明 (3,3,3,1) 是 不 可 图 的 。 

9.15 一 个 简单 连通 的 无 向 图 的 中 心 定义 为 具有 这 样 性 质 的 一 个 顶点 , 即 这 个 顶点 到 

其 余 顶 点 之 间 的 最 大 距离 是 最 小 的 (两 点 间距 离 为 两 点 间 最 短 通路 的 边 的 数目 ) 。 

(1) 举 出 仅 有 一 个 中 心 的 图 的 例子 。 

(2) 举 出 不 止 一 个 中 心 的 图 的 例子 。 

(3) 若 G 是 一 棵 树 , 且 G 有 两 个 中 心 , 则 这 两 个 中 心 一 定 邻 接 。 

9.16 G 是 一 个 简单 图 ,G 二 (V,E).,G 中 顶点 度数 的 最 小 值 8S(G) 三 |1V| 一 2。 证 明 : 欲 

使 此 图 不 连通 ,至 少 擦 去 6(G) 个 顶点 ( 即 点 连通 度 E(G) 一 5(G) ) 。 

9.17 G==(V,E) 是 一 个 简单 图 ,6 一 min{d(v)|1v€EV),k 是 图 G 的 连通 度 。 即 表示 从 
G 中 至 少 擦 去 & 个 顶点 ,图 才 不 连通 。 由 连通 度 的 定义 可 知 ,车 图 是 不 连通 的 , 则 二 0。 
车 上 ==1, 表 示 图 中 有 一 个 顶点 ,从 图 G 中 擦 去 此 顶点 后 ,图 就 不 连通 了 。 

(1) 证 明 : 车 6(G) 宇 IV1 一 3, 则 &6。 


离散 数学 


(2) 找 出 一 个 简单 图 G, 使 5 宇 IV1 一 3, 且 <6。 

9.18 证明; 一 个 连通 的 简单 无 向 图 ,车 每 一 个 顶点 的 度数 均 是 偶数 , 则 此 图 不 存在 仅 
有 一 条 边 的 割 集 。 

9.19 证 明 : 在 一 个 连通 图 中 ,任意 两 条 最 长 路 必 有 公共 顶点 。 

9.20 证明: 一 个 连通 简单 无 向 图 车 有 且 仅 有 两 个 项 点 不 是 割 点 ( 即 除 这 两 个 不 是 割 
点 的 顶点 外 ,车 擦 去 任何 另外 的 一 点 ,图 就 不 连通 了 ) , 则 此 图 是 一 条 直线 。 

9.21 证 明 : 若 一 个 无 向 图 没有 孤立 点 ,也 没有 奇数 度 顶 点 , 则 它 必 包含 回路 。 

9.22 G=(V,E) 是 一 个 简单 连通 图 。 证 明 : 若 G 中 每 个 顶点 的 度数 都 大 于 1, 则 G 中 
有 回路 。 

9.23 G 二 (V,E) 是 一 个 简单 无 向 图 , 且 G 是 一 个 二 部 图 , 且 每 一 个 顶点 的 度数 都 是 3， 
(Vi,V2) 是 G 顶点 集 的 一 个 划分 。 证明 |Vi|=|V;|。 

9.24 G=(V,E) 是 简单 图 ,证 明 以 下 3 个 命题 等 价 。 

(1) G 是 一 个 顶点 2 着 色 的 图 。 

(2) G 是 一 个 二 部 图 。 

(3) G 的 所 有 回路 都 是 由 偶数 条 边 组 成 的 。 

9.25 图 9.36 中 哪个 图 是 欧 拉 图 ? 哪个 图 是 哈密 顿 图 ?哪个 图 有 欧 拉 通 路 ? 哪个 图 
有 哈密 顿 通路 ? 


(a) (b) 
- _ Dd 
(0) (d) 


图 9.36 题 9.25 图 


9.26 ” 当 nn 是 什么 数 时 ,完全 图 K, 是 欧 拉 图 ? 请 说 明理 由 。 

9.27 (1) 画 一 个 欧 拉 图 ,但 不 是 哈密 顿 图 。 

(2) 画 一 个 哈密 顿 图 ,但 不 是 欧 拉 图 。 

(3) 画 一 个 有 哈密 顿 通路 的 非 哈密 顿 图 。 

(4) 画 一 个 有 哈密 顿 通路 但 无 哈密 顿 圈 的 欧 拉 图 。 

9.28 一 个 连通 图 中 有 一 个 顶点 , 若 擦 去 这 个 顶点 后 ,图 就 不 连通 了 , 称 之 为 割 点 。 请 
画 一 个 欧 拉 图 ,但 不 是 哈密 顿 图 ,上 且 没有 割 点 。 

9.29 画 一 个 有 7 个 顶点 的 简单 无 向 图 ,满足 以 下 条 件 : 


(1) 它 有 哈密 顿 通路 。 

(2) 它 不 是 哈密 顿 图 。 

(3) 它 不 是 欧 拉 图 。 

(4) 它 能 一 笔画 。 

9.30 证 明 一 个 无 向 图 若 有 2m 个 奇数 顶点 , 则 此 图 至 少 要 m 笔 才能 画 , 且 能 用 普 
笔画 。 

9.31 如 果 可 能 ,请 画 一 个 顶点 是 偶数 , 边 是 奇数 的 欧 拉 图 ;如 果 不 可 能 ,说 明理 由 。 

9.32 画 一 个 欧 拉 图 , 它 是 简单 无 向 图 , 它 有 偶数 条 边 , 但 有 奇数 个 顶点 。 

9.33 证 明 一 个 欧 拉 图 不 存在 割 边 , 即 不 存在 一 条 边 , 擦 去 此 边 后 , 原 图 变 成 不 连通 的 
两 部 分 。 

9.34 如 果 对 一 个 无 向 图 中 的 每 一 条 边 定 一 个 方向 ,使 所 得 有 向 图 是 强 连通 的 ,那么 称 
这 个 图 为 可 定向 的 。 证 明 任何 一 个 哈密 顿 图 是 可 定向 的 。 

9.35 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 连通 图 。eEE 是 G 中 的 一 条 边 , 若 从 图 G 中 控 去 边 e， 
则 G 不 连通 ,说 边 e 是 G 中 的 桥 。 证 明 : 若 G 是 哈密 顿 图 , 则 G 中 无 任何 一 条 边 是 桥 。 

9.36 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 连通 图 。vEE 是 G 中 的 一 个 顶点 ,车 从 图 G 中 擦 去 顶 
点 v, 则 G 不 连通 ,说 v 是 G 中 的 割 点 。 证 明 : 若 G 是 哈密 顿 图 , 则 G 中 没有 一 个 顶点 是 
割 点 。 

9.37 岛 上 有 5 位 年 轻 男 子 和 5 位 年 轻 女子 ,每 位 男子 都 愿意 娶 岛 上 的 某 些 女子 ,而 每 
位 女子 都 愿意 嫁 给 任何 一 位 愿意 娶 她 的 男子 。 假 设 : John 愿意 要 Alice 和 Mary,Tom 愿意 
娶 Alice Jones 和 Uma,Mark 愿意 娶 Alice 和 Ana,Bell 愿意 娶 Mary 和 Ana,Peter 愿意 娶 
Alice 和 Ana。 

(1) 给 出 该 假设 的 二 部 图 模型 。 

(2) 使 用 Hall 定理 说 明 岛 上 是 否 存在 年 轻 男 子 和 年 轻 女子 的 匹配 ,使 得 每 个 年 轻 男子 
都 能 和 他 想 娶 的 年 轻 女 子 进行 匹配 。 

9.38 取石 头 游戏 规则 如 下 : 有 几 堆 石头 ,两 个 选手 轮流 移动 石头 ,一 个 合法 的 移动 包 
括 从 其 中 一 堆 取 走 一 块 或 多 块 石头 .而 不 去 移动 其 余 堆 中 的 所 有 石头 ,不 能 进行 合法 移动 的 
选手 告 负 。 已 知 开局 分 别 有 3 块 .2 块 和 1 块 石头 的 3 堆 石头 。 试 画 出 取石 头 游戏 的 有 向 
二 部 图 ,并 说 明 应 怎样 选择 最 优 策略 。 

9.39 有 40 个 人 围 着 一 张 圆 桌 而 坐 , 边 会 餐 边 交流 《王者 荣耀 ?游戏 心得 。 已 知 这 40 
个 人 中 ,每 个 人 至 少 和 其 余 的 20 人 打 过 《王者 荣耀 ?游戏 。 是 否 有 一 种 坐 法 ,使 每 个 人 左右 
两 人 都 和 他 打 过 《王者 荣耀 ?游戏 ? 请 说 明 原因 。 

9.40 有 12 个 人 围 坐 于 圆桌 开会 。 已 知 这 12 个 人 中 的 任意 两 个 人 能 认识 其 余 的 10 
个 人 。 是 否 有 一 种 坐 法 ,使 每 一 个 人 都 认识 各 自 的 左 、 右 邻 座 。 

9.41 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 连通 图 。 做 一 个 新 图 G 二 (V,E'),{w ,vs)EE’, 当 且 
仅 当 在 原 图 G 中 有 一 条 从 vi 到 vs 的 哈密 顿 通路 。 若 G 与 G' 同 构 , 则 图 G 叫 自 哈密 顿 路 
图 。 请 画 出 两 个 不 同 构 的 自 哈 密 顿 路 图 ,它们 各 有 4 个 顶点 。 

9.42 画 两 个 最 简单 的 不 同 构 的 非 平面 图 。 
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9.43 画 两 个 有 6 个 项 点 的 图 ,它们 都 是 非 平 面 图 ,但 互 不 同 构 。 
9.44 画 一 个 有 8 个 顶点 的 简单 连通 图 ,让 它 和 它 的 补 图 都 是 平面 图 。 
9.45 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 无 向 图 。 证 明 : 车 I|V| 宇 11, 则 G 或 者 G 的 补 图 G 是 


9.46 证 明 小 于 30 条 边 的 简单 连通 平面 图 至 少 有 一 个 项 i i 4。 
9.47 设 图 G 的 每 一 个 面 至 少 由 k(k 之 3) 条 边 肝 成 , 则 w 过 《二 ,其 中 wn 分别 是 


G 的 边 数 和 顶点 数 。 

9.48 ”证 明 具有 6 个 顶点 .12 条 边 的 简单 连通 平面 图 的 每 一 个 面 都 由 3 条 边 组 成 。 

9.49 一 个 简单 连通 平面 图 有 8 个 顶点 、18 条 边 。 此 图 坐 入 平面 后 ,会 把 平面 分 成 几 
个 小 区 域 ? 

9.50 设 G==(V,E) 是 一 个 简单 的 连通 无 向 平面 图 , 且 |IV| 宇 3。 证 明 G 中 至 少 存在 两 
个 顶点 ,其 度数 小 于 或 等 于 5。 

9.51 车 平 面 图 G 的 对 偶 图 同 构 于 G, 则 称 G 是 自 对 偶 图 。 证 明 : 车 具有 个 顶点 和 
m 条 边 的 平面 图 是 自 对 偶 图 , 则 %==2(n 一 1)。 

9.52 设 G=(V,E) 是 有 k(k 宇 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 ,1V|=n,|1E|=m。 若 G 的 每 


个 面 至 少 由 /(f 宇 3) 条 边 肝 成 , 则 m<F Lak. 
9.53 ， 设 简单 平面 图 G 中 顶点 数 为 7, 边 数 为 15, 证 明 G 是 连通 图 。 
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第 10 章 ” 树 和 有 序 树 


树 是 不 包含 简单 回路 的 连通 图 。1857 年 ,英国 数学 家 亚 瑟 。 凯 莱 利 用 树 的 概念 研究 了 
有 机 化 学 中 的 同 分 异 构 体 ,从 而 加 快 了 树 的 理论 的 发 展 。 树 在 算法 分 析 和 数据 结构 等 领域 
中 有 广泛 的 应 用 。 


101 树 的 基本 概念 


本 章 研 究 一 类 特殊 的 图 。 

定义 10.1: 一 个 无 向 图 车 连通 且 不 含 回 路 , 则 称 它 为 一 棵 树 , 记 为 T= 二 (V,E)。 械 是 一 
棵 树 ,TT 中 度数 为 1 的 顶点 称 为 树叶 ,度数 大 于 1 的 顶点 称 为 分 枝 点 。 

以 树 为 模型 的 应 用 领域 非常 广泛 ,例如 计算 机 文件 系统 ,组 织 机 构 和 家 谱 等 。 图 10. 1 
给 出 两 个 典型 的 树 模型 。 


行政 副 校 长 


教务 处 ) (研究 生 院 ) (计算 机 学 院 ) (经管 学 院 ) (自动 化 学 院 ) 


( 角 务 科 ) (综合 科 ) ( 钦 件 工程 系 】 ( 针 算 机 科学 系 ) 
计算 机 文件 系统 组 织 结构 
图 10.1 典型 的 树 模型 


例 10.1: 画 出 所 有 5 个 顶点 的 树 。 

解 : 如 图 10. 2 所 示 。 

下 面 来 看 这 类 图 的 一 些 性 质 。 

定理 10.1: 设 T=(V,E) 是 一 棵 树 , 则 有 |E|==|IV| 一 1。 
证 明 : 对 顶点 集 V 的 元 素 个 数 进行 归纳 证 明 。 
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图 10.2 5 个 顶点 的 树 


当 |V|=1 时 ,TT 是 一 个 仅 有 一 个 顶点 且 没 有 边 的 图 。 可 以 把 它 看 作 一 棵 树 , 显 然 满足 
IE|=|V|—1。 

假设 |V| 过 上 时 命题 成 立 。 

考察 |V| 二 k 十 1 时 的 情况 。 因 为 树 中 无 回路 ,所 以 从 荆 中 去 掉 任 何 一 条 边 , 都 会 使 了 变 
成 具有 两 个 连通 分 支 的 非 连通 图 。 这 两 个 连通 分 支 也 必然 是 树 , 设 为 Ti 二 (Vi,Ei) 和 T, 二 
(Vz,E:)。 显 然 ,1Vi| 二 k,1V: | 三 &。 根 据 归纳 假设 有 |E,|=|Vi| 一 1,1E;|==|V:| 一 1。 因 
为 IV|=|Vi| 二 IVs|, IE|=|E| 二 |E:| 一 1, 所 以 |E|=|V| 一 1。 

定理 得 证 。 

推论 : 任何 一 棵 至 少 含有 两 个 顶点 的 树 至 少 有 两 片 树叶 。 

证 明 : 设 T=(V,E) 是 一 棵 树 , 车 中 最 多 只 有 一 片 树叶 , 则 根据 握手 定理 及 定理 10. 1 
知 2|E|=d(vw) 宇 1 十 2(1V1 一 1)=21E| 十 1>>21E|, 出 现 矛 盾 , 故 了 中 至 少 有 两 片 树叶 。 

例 10.2: 已 知 一 棵 树 有 5 个 5 度 项 点 、3 个 3 度 顶 点 和 3 个 2 度 顶 点 , 它 有 几 个 1 度 
顶点 ? 

解 : 设 它 有 -个 1 度 顶 点 , 则 根据 握手 定理 及 定理 10.1 知 

5X5 二 3X3 十 3X2 十 1Xz= 2(5 十 3 十 3 十 zx 一 1) 

得 z= 二 10, 所 以 树 中 有 10 个 1 度 顶 点 。 

下 面 给 出 树 的 几 个 等 价 定义 。 

定理 10.2: T= 二 (V,E) 是 一 个 简单 图 ,以 下 3 条 等 价 。 

(1) 人 是 一 棵 树 。 

(2) 工 连通 且 | 忆 | 王 |V| 一 1。 

(3) 中 无 回路 且 IE|=|V1 一 1。 

证 明 : 由 (1) 推 出 (2); 由 (2) 推 出 (3); 再 由 (3) 推 出 (1) ,以 完成 整个 定理 的 证 明 。 

首先 ,由 (1) 推 出 (2)。 了 是 一 棵 树 , 即 工 连 通 且 无 回路 ,由 定理 10. 1 知 , 有 |E|= 
Wh 

其 次 ,由 (2) 推 出 (3)。 已 知人 连通 且 |E|==IV1 一 1。 车 人 荆 中 有 回路 , 擦 去 回路 中 的 一 


一 定 可 以 在 有 限 步 内 终止 。 设 从 工 中 共 擦 去 1 条 边 , 由 于 每 次 擦 去 的 边 都 是 回路 中 的 边 ,不 
影响 全 的 连通 性 ,所 以 剩 下 的 子 图 T' 是 连通 且 无 回路 的 图 , 即 一 棵 树 , 由 定理 10.1 知 ,|V“| 
三 |E'| 一 1, 其 中 VE' 分 别 是 T' 的 顶点 集 和 边 集 。 由 T' 的 产生 知 , 有 |V’|==IV|,1E'’|= 
IE| 一 4 所 以 IV1 一 1=1E| 一 1, 由 于 |E|==1V1 一 1, 所 以 1 二 0, 即 原 图 无 回路 。 

最 后 ,由 (3) 推 出 (1) 。 已 知 工 中 无 回路 且 | 忆 |=1VI 一 1。 若 工 不 连通 , 设 工 有 A 个 独 
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立 的 连通 分 枝 Ti ,T，,… ,Ti ,其 中 T= 二 (Vi,E;) (1 二 i<k)。 对 于 每 一 个 i(1 二 i),T; 是 
连通 的 且 无 回路 , 故 T; 是 树 , 由 定理 10.1 知 ,|E;|==|V;| 一 101<i<k), 又 


下 下 
3 
i=1 i=1 

所 以 |E|=|V| 一 k。 由 于 已 知 |E|=|V| 一 1, 故 k=1, 即 了 是 连通 图 。 


102 连通 图 的 生成 树 和 带 权 连通 图 的 最 小 生成 树 


假设 一 个 连通 图 表示 的 是 一 个 地 下 建筑 群 , 它 的 每 一 个 顶点 表示 一 座 地 下 建筑 ,顶点 之 
间 的 边 表示 连接 建筑 物 的 地 道 。 要 求 在 这 个 地 下 城中 通电 ,也 就 是 在 这 些 地 道中 选 出 一 部 
分 布设 电线 。 显 然 ,以 被 选 出 的 这 些 地 道 为 边 , 以 全 部 建筑 物 为 顶点 ,所 得 子 图 是 连通 的 , 且 
不 含有 回路 ,另外 ,还 希望 能 确定 这 些 地 道中 的 一 部 分 ,在 关闭 这 些 地 道 后 ,将 使 某 些 建筑 物 
与 另 一 些 建筑 物 之 间 的 通道 被 隔断 。 本 节 将 研究 一 个 连通 图 中 满足 上 述 要 求 的 边 的 子 集 。 

定义 10.2: 设 G=(V,E) 是 一 个 连通 图 ,G 的 一 个 生成 子 图 若 本 身 是 一 棵 树 , 称 它 为 G 
的 一 棵 生成 树 。 

定理 10.3: 任何 连通 图 都 有 生成 树 。 

证 明 : 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 连通 图 ,车 G 中 无 回路 , 则 G 本 身 是 G 的 一 棵 生成 树 。 

车 G 中 有 回路 , 擦 去 回路 中 一 条 边 , 原 图 仍 连通 。 若 再 有 回路 ,再 擦 去 回路 中 一 条 边 ， 
直到 G 中 无 回路 为 止 ,因为 G 中 顶点 与 边 均 为 有 限 数 , 故 上 述 工作 一 定 可 以 在 有 限 步 内 结 
束 。G 的 这 个 无 回路 的 连通 子 图 就 是 G 的 一 棵 ww vs va 
生成 树 。 

例 10.3: 设 G=(V,E) 是 一 个 连通 图 ,如 ed 
图 10. 3 所 示 , 图 10. 3 中 粗 线 即 为 G 中 的 一 棵 生 mm 
成 树 。 显 然 ,G 车 有 生成 树 ,一 般 不 唯一 。 pA 

设 G=(V,E) 是 一 个 图 ,To 二 (V,E) 是 G ， : 
的 一 株 生 成 桂 。 称 eE E' 为 Ts 的 核 , 称 cE 巨 但 i 
eKE' 为 Te 的 弦 。 

设 IV|=n, Tc 有 nn 一 1 个 枝 。 例 如 ,图 10. 3 中 ,{ww) (wu wy utw wm)、 
{wyzs) (ww (my (zy (zym) 为 9 个 枝 ,{my mm) (tm moyw (ww 
{v0} (wo (wu wuw) 为 8 个 弦 。 

对 于 Te 中 的 每 一 个 弦 ,对 应 于 G 中 的 唯一 的 一 个 回路 。G 中 所 有 的 弦 所 对 应 的 回路 
组 成 了 G 关于 Te 的 基本 回路 系统 。 

弦 {woymw } 对 应 的 回路 为 (w ,mu yw) , 弦 {uw ,vs} 对 应 的 回路 为 (vs ,vs ,vs ,vi yyvz)。 
G 中 有 8 根 弦 ,对 应 的 8 个 回路 组 成 了 Te 的 基本 回路 系统 。 

定义 10.3: 设 G==(V,E) 是 一 个 图 ,S 是 边 集 E 的 一 个 子 集 , 从 G 中 的 去 S 中 的 边 , 则 
G 的 连通 分 枝 个 数 增加 了 ,而 从 G 中 擦 去 S 的 任何 真子 集 ,G 连通 分 枝 个 数 不 变 , 则 称 S 为 
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G 的 割 集 。 

例如 ,图 10. 3 中 边 集 {{z,m),{zyz)} 和 {fwsyos) {v4 ,v7),{v4sve},{va ,ve)}) 均 为 
割 集 。 

设 G=(V,E) 是 一 个 图 ,Te 二 (V,E') 是 G 的 一 棵 生成 树 。e= 二 {fw ,vo)EE 是 To 的 枝 。 
令 六 二 {1vEV1v 二 w 或 在 Te 中 wv 与 wo 之 间 有 不 经 过 边 e 的 通路 },V, 一 {vEV1v= 二 vw 或 
在 Te 中 wv 与 vo 之 间 有 不 经 过 边 e 的 通路), 则 {{u,v)|uEVi,v€EV,}) 是 G 的 割 集 。 这 样 的 
割 集 叫 G 关于 Te 的 基本 割 集 。 所 有 的 这 样 的 基本 割 集 组 成 了 基本 制 集 系 统 。 图 10.3 中 
{v5v05) {vaso040) (wu twoyus)) 是 枝 {uyw) 对 应 的 基本 割 集 。 

下 面 给 出 关于 简单 的 无 向 连通 图 的 生成 树 . 割 集 、 回 路 之 间 的 关系 的 几 个 定理 。 

定理 10.4: 一 个 连通 图 的 任何 一 个 回路 与 任意 一 棵 生成 树 的 补 至 少 有 一 条 公共 边 。 

证 明 : 如 果 有 一 个 回路 , 它 与 一 棵 生成 树 的 补 没 有 公共 边 , 即 回路 中 的 边 全 是 生成 树 的 
枝 , 与 一 棵 树 不 含 回路 矛盾 ,这 说 明 一 个 回路 与 一 棵 生成 树 的 补 至 少 有 一 条 公共 边 。 

定理 10.5: 一 个 连通 图 的 任何 一 个 割 集 与 任意 一 棵 生成 树 至 少 有 一 条 公共 边 。 

证 明 : 一 个 割 集 如 果 与 某 一 棵 生成 树 没 有 公共 边 , 即 , 从 图 中 擦 去 这 个 割 集 后 ,图 中 还 
有 一 棵 生成 树 , 即 子 图 仍 连 通 ,与 割 集 的 定义 矛盾 。 

定理 10.6: 一 个 连通 图 的 每 一 个 回路 与 每 一 个 割 集 有 偶数 条 公共 边 。 

证 明 : 设 EE 是 一 个 制 集 , 擦 去 EE' 后 图 G 的 顶点 分 为 两 个 不 连通 的 部 分 ,分 别 为 Vi 和 
V: ,如 图 10.4 所 示 。 设 C 为 图 中 的 一 个 回路 ,C=(wm yw wm)。 假 定 回路 中 的 边 按 回 
路 行进 方向 定向 ,使 其 成 为 有 向 边 ,车 有 {vi ,uti)fosyor)fwyw+t) 是 回路 中 的 
& 条 边 , 沿 回路 行进 方向 全 到 Vitl (1 委 j 委 4A) ,其 中 on EVoHywt 
vi+1EV2s, 则 一 定 存 在 {v6 yD {v6 svi} {vi s+1) 也 是 回路 中 的 边 , 沿 回路 行进 
方向 从 vw 到 vn (<j<k), 且 vw EV:(1<Ij<R) ,vn EVI(SISR. E 则 回路 C 的 起 
点 与 终点 ww 各 在 Vi 和 Vs。 两 个 子 集 之 一 中 ,与 C 是 一 个 回路 矛盾 。 


图 10.4 定理 10.6 用 图 


定理 10.7: 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 连通 图 ,Tc 二 (V,E') 是 G 的 一 棵 生成 树 。 设 DD= 
{elyez ,yet} 是 一 个 基本 割 集 , 其 中 e 是 生成 树 Te 的 枝 ,es ,es,… ,es 是 弦 , 那 么 e 包含 在 
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与 ei(i 二 2,3,…,k) 对 应 的 基本 回路 中 ,而 且 在 其 他 的 基本 回路 中 都 不 含有 ei 。 

证 明 : 设 C 是 对 应 于 弦 e:(2<;i 坟 A) 的 基本 回路 。 因 为 e;: ECND, 又 由 定理 10.6 知 割 
集 与 回路 的 交 是 偶数 条 边 , 所 以 必 有 wjEcnmD, 而 7 入 ieEC:C 中 除 e; 是 弦 , 其 余 边 全 是 
枝 , 因 为 7 夫 i, 所 以 ei 是 枝 ,又 e;ED,D 中 仅 ei 是 枝 , 所 以 j 二 1。 因 此 ,ei 包含 在 与 ei(Gi 一 
2,3,…,) 对 应 的 基本 回路 中 。 

另 一 方面 , 设 C' 是 不 是 D 中 的 弦 对 应 的 一 个 基本 回路 , 若 。 是 C 中 的 边 ,eEcC' 站 D， 
但 DD 中 没有 任何 弦 在 C' 中 , 即 仅 有 e,EC'ND. 与 C' 与 D 必须 有 偶数 条 公共 边 蔬 盾 。 所 
以 ,在 其 他 的 基本 回路 中 都 不 含有 e 。 

类 似 地 ,有 以 下 定理 。 

定理 10.8: 设 G=(V,E) 是 一 个 简单 连通 图 ,Te=(V,E') 是 G 的 一 棵 生成 树 。 设 C= 
{e1 ,ez，… ,er) 是 一 个 基本 回路 ,其 中 e 是 弦 , 其 余 es ,es，…,es 是 枝 ,那么 ea 包含 在 对 应 于 
ei(i 二 2,3,…,k) 的 基本 制 集中 ,而 且 在 任何 其 他 的 基本 荐 集中 都 不 含 e 。 

定义 10.4: 设 G=(V,E,g) 是 一 个 带 权 连通 图 ,gp: E>R+。 Rt 一 {rERIz>>0}。 Tc= 
(V,E) 是 G 中 的 一 棵 生成 树 , 记 


p(Te) = Dp(e) 
«EE 


表示 Te 的 权 值 。 称 p(Te) 值 最 小 的 Te 为 带 权 图 G 的 最 小 生成 树 。 
求 带 权 图 G 的 最 小 生成 树 的 算法 有 Prim 算法 和 Kruskal 算法 两 种 。 
算法 10.1: Prim 算法 


Procedure Prim(G: n 个 顶点 的 带 权 无 向 图 ){ 
2g; 
fori:=ltom1 
e:= 与 7 中 顶点 相关 联 且 添加 到 7 中 不 形成 回路 的 权 值 最 小 的 边 ; 
T=7U ie; 
endfor 
retum 7(7 是 6 的 最 小 生成 树 } 
} 


算法 10.2: Kruskal 算法 


Procedure FKruskal (G: n 个 顶点 的 带 权 无 向 图 ){ 
EZ; 
for i:=1toml1 
e:=G 中 权 值 最 小 且 添 加 到 7 中 不 形成 回路 的 边 ; 
T=7U {e}; 
endfor 
retum TI7 是 6 的 最 小 生成 树 } 
} 


例 10.4: 图 10.5(a) 给 出 了 一 个 带 权 图 ,而 图 10.5(b) 给 出 了 利用 上 述 两 种 算法 求 出 的 
最 小 生成 树 。 
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图 10.5 带 权 图 的 最 小 生成 树 


103 有 序 树 
1031 根 树 
图 10. 6 给 出 了 一 个 公司 的 内 部 组 织 结构 。 本 节 主 要 研究 这 一 类 有 向 图 。 
总 经 理 
技术 开发 部 经 理 销售 部 经 理 生产 部 经 理 
广告 部 主任 。 国内 部 主任 国际 部 主任 总 工程 师 厂 长 


图 10.6 一 个 公司 的 内 部 组 织 结构 


定义 10.5: 一 个 有 向 图 , 若 去 掉 边 的 方向 ,所 得 无 向 图 是 一 棵 树 , 则 称 这 个 有 向 图 为 有 
向 树 。 

本 节 研 究 的 是 一 类 特殊 的 有 向 树 。 设 T= 二 (V,E) 是 一 棵 有 向 树 , 车 仅 有 一 个 顶点 的 入 
度 为 0, 其 余 的 项 点 的 入 度 均 为 1 ,这样 一 棵 有 向 树 称 为 根 树 。 入 度 为 0 的 顶点 称 为 树 根 , 出 
度 为 0 的 顶点 称 为 树叶 ,出 度 不 为 0 的 顶点 称 为 分 枝 点 。 图 10. 6 中 的 图 就 是 一 棵 根 树 ( 注 
意 边 的 方向 向 下 ,图 10.6 中 省 略 了 有 向 边 的 方向 )。 一 个 家 族 的 家 谱 也 是 一 棵 树 。 

设 T=(V,E) 是 一 棵 根 树 。e 二 (v,u)EE, 称 v 是 w 的 父亲 ,u 是 v 的 儿子 。wi ,vs EV， 
车 存在 一 条 从 vi 到 w 的 通路 , 则 称 wm 是 vw, 的 祖先 ,vs 是 wv 的 后 代 。 若 (wo vi), (wo ,vo) 
EE, 称 与 vo 是 兄弟 。 voEV,vo 是 工 中 的 一 个 分 支点 ,所 谓 以 w 为 根 的 子 树 是 指 的 
一 个 子 图 T', 它 以 vw。 和 mm 的 全 部 的 后 代为 顶点 ,以 从 vo 出 发 的 所 有 通路 经 过 的 边 为 边 。 
例如 ,图 10.7(a) 和 (b) 就 分 别 是 图 10.6 中 的 以 销售 部 经 理 和 生产 部 经 理 为 根 的 子 树 。 

一 棵 根 树 ,为 简单 起 见 ,往往 把 它 画 成 一 个 无 向 图 ,约定 每 一 条 边 的 箭头 都 指向 下 方 ,这 
样 就 可 以 不 画 出 箭头 。 例 如 ,图 10. 8 中 (a) 和 (b) 表 示 的 是 同一 棵 根 树 。 

定义 10.6: 一 棵 根 树 , 若 每 一 个 从 分 枝 点 出 发 的 边 分 别 标 以 整数 1,2,…,k, 则 称 其 为 
有 序 树 。 
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销售 部 经 理 生产 部 经 理 
广告 部 主任 内 部 主任 ”国际 部 主任 总 工程 师 厂 长 
(a) (b) 


10.7 子 树 示例 


(a) (b) 
图 10.8 两 棵 等 价 的 树 


需要 说 明 的 是 ,从 一 棵 有 序 树 的 每 个 分 枝 点 出 发 的 边 的 标号 并 不 要 求 是 连续 的 。 从 一 
个 分 枝 点 出 发 的 边 ,车 被 标 上 i, 则 称 这 条 边 是 这 个 分 枝 点 的 i 子 树 。 从 一 个 分 枝 点 出 发 的 
3 条 边 若 分 别 标 上 1、3、4, 则 称 这 个 点 没有 第 2 子 树 。 

如 果 一 棵 有 序 树 的 每 个 分 枝 点 最 多 有 m 个 儿子 , 称 这 棵 有 序 树 为 m- 分 树 。 若 一 棵 
m- 分 树 的 每 一 个 分 枝 点 恰好 有 wm 个 儿子 , 称 这 样 的 mm- 分 树 为 正则 mx- 分 树 。 在 mx- 分 树 中 ， 
最 主要 的 是 2- 分 树 。 对 于 2- 分 树 , 它 的 每 一 个 分 枝 点 的 第 1 子 树 和 第 2 子 树 又 分 别 叫 左 子 


树 和 右 子 树 。 例 如 ,图 10.9 给 出 了 有 8 个 选手 参加 的 淘汰 赛 的 赛程 安排 , 它 正 好 是 一 棵 正 
则 2- 分 树 。 


1 “ 4 5 6 7 8 
图 10.9 淘汰 赛 的 2- 分 树 


定理 10.9: 一 棵 正则 mm- 分 树 的 分 枝 点 的 个 数 为 i ,树叶 的 个 数 为 1, 则 有 
(m—1)i=t—1 
证 明 : 总 共有 i 个 分 枝 点 ,每 个 分 枝 点 及 个 儿子 , 故 总 的 儿子 数目 为 mi。 而 所 有 的 
儿子 就 是 全 部 顶点 减 去 根 , 即 为 i 十 1 一 1。 从 而 mi 二 i 十 1 一 1, 所 以 有 Gm 一 1)i==t 一 1。 
例 10.5: 用 带 4 个 插座 的 接线 板 连接 19 个 灯 到 一 个 总 插座 上 ,至 少 需要 多 少 个 接 
线 板 ? 
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解 : 任何 一 个 连接 方法 都 是 一 棵 4- 分 树 , 按 定理 10. 9 中 的 公式 有 (4 一 1)i 宇 19 一 1， 
i=6。 

在 一 棵 树 中 ,一 个 项 点 的 路 长 规定 为 从 树 根 到 这 个 顶点 的 通路 的 长 。 一 棵 树 的 高 度 即 
为 该 树 中 最 长 路 的 长 度 。 这 里 隐 含 了 一 个 事实 ,就 是 在 一 棵 树 中 从 树 根 到 每 一 个 项 点 有 且 
仅 有 唯一 的 一 条 通路 。 读 者 不 妨 从 树 的 定义 去 考察 给 出 这 个 事实 的 证 明 。 

图 10. 10 给 出 了 两 棵 高 为 3 的 正则 2- 分 树 , 其 中 (a) 有 4 片 树叶 ,(b) 有 8 片 树叶 。 高 为 
六 的 正则 -分 树 最 多 有 za 片 树叶 ,最少 有 闷 十 (mm 一 1)G 一 1) 片 树叶 。 


(a) (b) 
图 10.10 2- 分 树 的 树叶 


1032 根 树 的 应 用 


1. 决策 树 

决策 树 (decision tree) 是 一 种 简单 但 是 广泛 使 用 的 分 类 器 。 通 过 训练 数据 构建 决策 树 ， 
可 以 高 效 地 对 未 知 的 数据 进行 分 类 。 决 策 树 有 两 大 优点 : 四 决策 树 模 型 可 读 性 好 ,有 助 于 
人 工分 析 ; 加 效率 高 ,决策 树 只 需要 一 次 构建 ,反复 使 用 ,每 一 次 预测 的 最 大 计算 次 数 不 超 

例 10.6: 银行 希望 能 够 通过 一 个 人 的 信息 (包括 职业 、 年 龄 .收入 学历 ) 去 判断 他 是 否 
有 贷款 意向 ,从 而 更 有 针对 性 地 完成 工作 。 表 10. 1 是 银行 现在 掌握 的 部 分 用 户 信息 ,目标 
是 通过 对 表 10. 1 中 的 数据 进行 分 析 ,建立 一 个 预测 用 户 贷款 意向 的 模型 。 图 10. 11 给 出 了 
对 应 表 10. 1 的 用 户 贷款 意向 决策 树 。 


表 10.1 银行 掌握 的 部 分 用 户 信息 


职 业 年 龄 收入 (元 ) 学 万 贷 款 否 
教师 29 8000 本 科 是 
白领 30 10 000 博士 是 
白领 40 12 000 硕士 过 
教师 45 15 000 博士 理 
教师 36 13 000 硕士 是 
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续 表 

职 业 和 龄 收入 (元 ) 学 历 贷 款 否 
医生 28 9000 硕士 否 
医生 36 12 000 博士 是 
白领 28 6000 本 科 得 
教师 50 16 000 本 科 香 
医生 37 13 000 硕士 是 
医生 40 12 000 硕士 否 


有 意向 [ 意 无 意向 无 意向 


无 意向 。 有 意向 
图 10.11 用 户 贷 款 意 向 决策 树 


利用 图 10. 11 所 示 的 决策 树 ,银行 就 可 根据 用 户 的 相关 信息 判断 用 户 的 贷款 意向 。 例 
如 ,车 某 客 户 的 信息 为 {职业 ,年 龄 ,收入 ,学 历 } 二 {教师 ,36,10 000, 本 科 }, 则 将 信息 输入 上 


述 决策 树 ,就 可 以 预测 该 用 户 有 贷款 意向 ; 若 某 客户 信息 为 { 职 业 , 年 龄 ,收入 ,学 历 } 一 ! 


生 ,36,8000, 硕 十 ), 则 将 信息 输入 上 述 决 策 树 , 就 可 以 预测 该 用 户 无 贷款 意向 。 
2. 博弈 树 


医 


由 于 动态 博弈 参与 者 的 行动 有 先后 次 序 , 因 此 可 以 依次 将 参与 者 的 行动 展开 成 一 个 树 
结构 , 称 为 博弈 树 。 博 弈 树 是 扩展 型 的 一 种 形象 化 表述 , 它 能 给 出 有 限 博 弈 的 几乎 所 有 信 
息 。 其 基本 组 成 包括 顶点 、 枝 和 信息 集 。 顶 点 包括 决策 顶点 和 终点 顶点 两 类 。 决 策 顶 点 是 
参与 者 采取 行动 的 始点 ;终点 顶点 是 博弈 行动 路 径 的 终点 ; 枝 是 从 一 个 决策 项 点 到 它 的 直接 
后 续 顶 点 的 连 线 , 每 一 个 枝 代表 参与 者 的 一 个 行动 选择 。 博 弈 树 上 的 所 有 决策 项 点 分 割 成 


不 同 的 信息 集 。 


博弈 的 初始 格局 是 初始 顶点 。 在 博弈 树 中 ,或 ?顶点 和 * 与 顶点 是 逐 层 交替 出 现 的 。 
己方 扩展 的 顶点 之 间 是 “或 ”关系 ,对 方 扩展 的 项 点 之 间 是 “与 ”关系 。 双 方 轮流 地 扩展 顶点 。 


的 节点 都 认为 是 不 可 解 项 点 。 
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例 10.7: 井 字 游 戏 是 一 种 在 3X3 格子 上 进行 的 连珠 游戏 ,由 两 个 游戏 者 轮流 在 格子 里 
留 下 〇 和 XX 标 记 ( 一 般 来 说 先 手 者 为 X)。 最 先 在 任意 一 条 直线 上 成 功 排列 3 个 标记 的 一 方 
获胜 。 图 10. 12 给 出 了 井 字 游 戏 的 部 分 博弈 树 。 在 博弈 过 程 中 ,两 个 游戏 者 都 遵循 最 优 策 


略 。 所 谓 最 优 策 略 ,就 是 一 组 规则 ,这 些 规则 说 明 一 个 游戏 者 如 何 移动 才能 赢得 游戏 。 第 一 
个 游戏 者 的 最 优 策略 就 是 把 自己 的 得 分 最 大 化 的 策略 ,第 二 个 游戏 者 的 最 优 策略 就 是 把 对 
手 得 分 最 小 化 的 策略 。 
x|x|O 
_|9 
Olx 
NR 
x| |x| | x|xlo x|x|O x|x|o 
| | | 回回 | ol olx 
| | 区 cz xi 和 
©lx| |x|o |x x|x|O x|xlo xlxlo xlxlo 
| | 国 | 9 回回 回回 | olo olx 
| Ll | ololx xfclz xclx ololx 
aa 9 启 0 启 
Ixlo _lxlo |xlo 靶 炙 
FF 可 上 +» x Slolx xclo 
1 | | xlclx xfelx 
we 平 x 赢 


图 10.12 井 字 游 戏 的 部 分 博弈 树 


104 前 级 码 和 最 优 2 分 树 


1041 前 级 码 


本 节 讨 论 在 英文 的 编码 通信 中 用 0 和 1 表示 英文 字母 的 问题 。 因 为 字母 表 中 的 26 个 
字母 必须 用 0 和 1 组 成 的 序列 来 表示 , 故 它们 可 以 用 长 度 为 5 位 (2 过 26 过 25) 的 序列 表示 
出 来 。 要 传递 一 条 信息 ,只 要 传递 用 来 表示 组 成 信息 的 字母 序列 的 一 个 0、1 字符 串 即 
可 。 在 接收 端 ,把 这 个 0、1 字符 串 分 为 长 度 为 5 位 的 序列 ,就 可 以 识别 出 这 些 序列 对 应 的 
字母 。 

然而 ,众所周知 ,英文 中 的 字母 的 使 用 频 度 是 不 同 的 。 例 如 ,字母 e 和 + 比 字母 qd 和 z 使 
用 得 更 频繁 。 因 此 ,人 们 希望 把 经 常 使 用 的 字母 用 较 短 的 序列 来 表示 ,而 把 不 经 常 使 用 的 字 
母 用 较 长 的 序列 来 表示 。 这 样 一 来 ,整个 0、1 字符 串 的 长 度 就 会 缩短 。 然 而 , 当 用 各 种 不 同 
长 度 的 序列 来 表示 字母 时 ,在 接收 端 就 存在 如 何 把 一 个 0、1 字符 串 划分 为 对 应 字母 序列 的 
问题 。 例 如 ,车 用 序列 00 表示 字母 e, 用 01 表示 字母 t, 用 0001 表示 字母 w, 那 么 ,如 果 在 接 
收 端 收 到 的 0、1 字符 串 是 0001 ,就 不 能 确定 传递 的 内 容 是 et 还 是 w。 

即 
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00 一 e 
01 王 上 0001=@/w 
0001 三 记 


定义 10.7: 如 果 序 列 wmaz …as 和 6515,…b,, 相同, 则 称 序列 aias …aw 是 序列 515,… 
pour po 的 前 绥 。 

定义 10.8: 对 于 序列 的 一 个 集合 来 说 , 若 这 个 集合 中 的 任何 一 个 序列 都 不 是 另 一 个 序 
列 的 前 级 , 则 这 个 集合 称 为 前 级 码 。 

例如 ,集合 {000,001,01,10,11) 是 前 缀 码 ,而 集合 {10,110,101,0001}) 不 是 前 级 码 。 

如 果 用 一 个 前 级 码 中 的 序列 来 表示 英文 字母 ,可 以 证 明 , 把 收 到 的 0、1 字符 串 正确 地 划 
分 为 表示 信息 的 字母 序列 是 能 做 到 的 。 

定理 10. 10: 任何 一 棵 2- 分 树 的 树叶 可 以 得 到 一 个 前 绥 码 。 

证 明 : 设 工 是 一 棵 2- 分 树 ,对 每 一 个 分 枝 点 引出 的 左 、 右 两 条 边 分 别 标 以 0 和 1, 可 以 
仅 有 一 条 边 。 对 于 每 一 片 树叶 ,可 以 标定 一 个 0 和 1 序列 ,这 个 序列 是 从 树 根 到 这 片 树叶 的 
通路 上 的 边 的 标号 所 构成 的 。 由 于 通路 的 唯一 性 , 边 的 标号 也 是 唯一 的 。 显 然 ,没有 一 片 树 
叶 的 标定 序列 是 另 一 片 树叶 的 标定 序列 的 前 级 ,因此 任何 一 棵 2- 分 树 的 树叶 对 应 的 序列 的 
集合 是 一 个 前 级 码 。 

例如 ,图 10. 13 表示 的 2- 分 树 的 树叶 的 标定 序列 
集合 A={001,010,011,10,110}) 就 是 一 个 前 级 码 。 

定理 10. 11: 任何 一 个 前 级 码 都 对 应 一 棵 2- 分 树 。 

证 明 : 设 定 一 个 前 级 码 A, 设 A 中 最 长 的 码 字 为 
用。 面 出 一 棵 高 为 h, 有 2* 片 树叶 的 正则 2- 分 树 。 对 
每 个 分 枝 点 出 发 的 两 条 边 分 别 标 上 0 和 1, 对 每 一 个 
顶点 (包括 树叶 和 分 枝 点 ) 标 上 一 个 0 和 11 的 序列 ,这 图 10.13 前 组 码 和 对 应 的 2- 分 权 
个 序列 是 从 根 到 这 个 顶点 的 通路 上 的 边 的 标号 序 
列 , 然 后 氛 去 一 些 顶点 ,使 得 且 仅 使 得 顶点 标号 序列 在 前 缀 码 A 中 对 应 的 顶点 为 树叶 ,这 样 
得 到 一 棵 新 的 2- 分 树 , 其 树叶 的 标号 序列 的 集合 即 为 前 级 码 A。 

图 10.14(b) 给 出 了 对 应 于 前 缀 码 A 二 {01,10,001,110) 的 2- 分 树 。 


001 010 011 110 


000 0o01010 ol 100 101110 11 001 110 
(a) (b) 


图 10.14 对 应 前 缀 码 (01,10,001,110}) 的 2- 分 树 


下 面 说 明 如 何 利用 2- 分 树 把 收 到 的 0、1 字符 串 划 分 为 前 级 码 中 的 码 字 。 按 照 接收 到 
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的 01 字符 串 的 顺序 ,从 2- 分 树 的 根 开始 , 沿 着 树 中 的 边 向 下 走 。 例 如 ,字符 串 的 第 一 个 字 
为 0, 从 根 开始 ,从 树 根 出 发 沿 标 0 的 边 往 下 走 , 到 一 个 分 枝 点 , 若 字符 串 的 第 二 个 字 为 1, 沿 
着 从 这 个 分 枝 点 出 发 的 标 1 的 边 再 往 下 走 到 下 一 个 点 。 每 走 到 一 个 分 枝 点 ,如 果 遇 到 的 字 
符 串 中 的 字符 为 0, 就 沿 着 从 这 个 分 枝 点 出 发 标 0 的 
边 往 下 走 ; 如 果 遇 到 的 字符 串 中 的 字符 为 1, 就 沿 着 
从 这 个 分 枝 点 出 发 标 1 的 边 往 下 走 。 当 到 达 一 片 树 
叶 时 ,就 切 分 出 字符 串 中 被 走 过 的 一 段 字 符 串 ,得 到 
了 一 个 前 组 码 中 的 码 字 。 然 后 ,再 回 到 树 根 继 续 处 
理 其 余 的 字符 串 ,直到 走 完整 个 字符 串 。 

例如 ,已 知 一 个 前 级 码 对 应 的 2- 分 树 如 图 10. 15 
证 图 10.15 一 个 前 缀 码 对 应 的 2- 分 树 

字符 串 11001000110010001110 对 应 的 划分 为 

110|0101001|1010101001|110 


001 010 011 110 


1042 最 优 2 分 树 


上 述 讨论 引出 了 下 面 的 问题 : 假如 有 一 组 权 zw ,ros ,… ,ro,。 所 谓 一 组 权 可 以 是 一 组 正 
实数 。 不 失 一 般 性 , 设 wi 三 ws 三 … 三 w,。 对 于 一 棵 有 4 片 树叶 的 2- 分 树 , 如 果 分 配给 它 的 
树叶 的 权 分 别 为 ww ,ws，… ,ro,, 则 这 棵 2- 分 树 称 为 树叶 权 zol ,ros，… ,rw 的 2- 分 树 。 定 义 
树叶 权 为 rw ,ros，… ,rw 的 2- 分 树 的 权 为 


Dwil C0) 
其 中 1(rwi) 是 具有 权 为 w; 的 树叶 的 路 长 。 
定义 10.9: 一 棵 树 T 的 权 用 双 (CT) 表 示 。 在 树叶 权 为 wi ,wws,… ,rw, 的 所 有 2- 分 树 
中 ,具有 最 小 权 的 一 棵 2- 分 树 称 为 最 优 树 。 最 优 树 也 称 为 赫 夫 曼 (Huffman) 树 。 
例如 ,对 给 定 的 权 5、6、7、12, 图 10. 16(a) 是 一 棵 最 优 树 (请 读者 验证 图 10. 14(b) 的 树 
不 是 最 优 的 ) 。 


(a) (b) 
图 10.16 最 优 树 与 非 最 优 树 


求 带 权 最 优 树 有 一 个 较 好 的 算法 , 称 为 赫 夫 曼 算法 。 它 的 指导 思想 是 把 求 带 个 权 的 


221 


第 人 0 章 树 和 有 序 树 


最 优 树 变 为 求 带 一 1 个 权 的 最 优 树 。 下 面 首先 给 出 该 算法 的 理论 根据 。 

定理 10. 12: 存在 一 棵 树叶 权 tw ,tws，… ,rw 的 最 优 2- 分 树 , 权 为 zw 和 ws 的 二 片 树叶 
是 兄弟 。 

证 明 : 显然 树叶 权 wi ,tos，,… ,rw 的 最 优 2- 分 树 一 定 存在 , 设 工 是 一 棵 这 样 的 2- 分 树 。 
a 是 TT 中 通路 最 长 的 分 支点 ,a 的 两 个 儿子 a 和 a; 分 别 带 权 ww, 和 mw,。 由 于 工 是 最 优 的 ， 
所 以 每 一 个 分 枝 点 都 有 两 个 儿子 ,否则 这 个 分 枝 点 可 以 去 掉 , 让 它 的 儿子 代替 它 , 仍 是 一 个 
带 权 的 2- 分 树 , 但 树 T 的 权 减 小 了 。 设 记过 zy, 则 有 加 过 ro 过 zy,。 让 ai 的 权 为 rw， 
让 权 为 rw 的 树叶 的 权 为 w, ;让 as 的 权 为 ws ,让 权 为 ww 的 树叶 的 权 为 zwy ,得 到 一 棵 新 的 
树叶 权 rm ,wz ,za 的 2- 分 树 , 设 为 工 , 显 然 Lv) 三 1w) ,lww) 志 1(w,), 所 以 WT) 达 
W(T)。 由 于 是 最 优 的 ,所 以 WT)= 二 W(T)。 而 工 是 一 棵 带 权 最 优 2- 分 树 且 权 为 w 和 
res 的 两 片 树叶 是 兄弟 。 

定理 10. 12 表明 ,从 一 棵 带 权 最 优 2- 分 树 一 定 可 以 得 到 一 棵 权 最 小 的 两 片 树叶 是 兄弟 
的 最 优 树 。 所 以 ,可 以 设 工 是 一 棵 树叶 权 zol ,tes ,… ,zw 的 最 优 2- 分 树 , 且 权 为 w 和 ws 
的 两 片 树叶 是 兄弟 。 把 权 为 rw 和 res 的 两 片 树叶 去 掉 , 让 它们 的 父亲 变 成 一 片 权 为 rw 十 rw 
的 树叶 ,这 时 得 到 一 棵 树叶 权 zon 十 zez ,res,…,aa 的 2- 分 树 , 记 为 全 。 显然 有 W(T) = 
W(T)—w —w,。 

定理 10. 13: 设 T' 是 一 棵 树叶 权 wi 十 tos ,ro3，… ,rw 的 最 优 树 ,将 权 为 wi 十 ws 的 树叶 
变 为 分 枝 点 ,让 它 的 两 个 儿子 的 权 分 别 为 w 和 ws ,得 到 一 棵 树叶 权 wr ,zz ,rz 的 2- 分 
树 , 记 为 工 , 则 工 是 最 优 树 。 

证 明 : 由 已 知 条 件 知 ,W(T)= 二 W(T') 十 tw 十 tw。 车 工 不 是 最 优 树 , 设 T* 是 一 棵 树叶 
权 rw ,zs ，… ,rw 的 最 优 树 , 且 WOT* ) 二 W(T), 且 TT* 中 权 为 ww 和 wws 的 两 片 树叶 是 兄弟 。 
从 人 可 以 由 上 述 方法 得 到 个” , 它 是 树叶 权 zi 十 zes ,ro03，,… ,rw 的 2- 分 树 , 且 有 W(T* ) 一 
W(T’* ) 一 加 一 to 。 

因为 是 树叶 权 mwi 十 aus as,…,ao 的 最 优 树 , 所 以 WT WT*)=W(T'* ) 一 
一 we; 而 W(T) 二 W(T) 一 wi 一 ws, 联 立 两 式 得 WCT)W(T*), 与 W(T*)W(T) 矛 
盾 , 说 明 工 是 最 优 树 。 

根据 赫 夫 曼 树 的 定义 ,一 棵 2- 分 树 要 使 其 带 权 路 径 长 度 最 小 ,必须 让 权 值 大 的 项 点 靠 
近 根 ,而 权 值 小 的 项 点 远离 根 。 据 此 , 赫 夫 曼 树 的 构造 算法 如 下 : 

(1) 根据 给 定 的 n 个 权 值 的 集合 {wr ,ws,… ,tw }) 构 造 n 棵 2- 分 树 的 集合 下 = {TT ， 
T,,…,T,) ,其 中 每 棵 2- 分 树 T; 中 只 有 一 个 权 值 为 w; 的 根 ,其 左 子 树 、 右 子 树 均 为 空 。 

(2) 在 下 中 选取 两 棵 根 的 权 值 最 小 的 2- 分 树 , 分 别 作 为 左 子 树 和 右 子 树 , 构 造 一 棵 新 
的 2- 分 树 , 且 将 新 的 2- 分 树 的 根 的 权 值 置 为 其 左 、 右 子 树 的 根 的 权 值 之 和 。 

(3) 在 下 中 删除 作为 左 子 树 和 右 子 树 的 两 棵 2- 分 树 ,同时 将 新 得 到 的 2- 分 树 加 入 到 下 中 。 

(4) 重复 (2) 和 (3) ,直到 下 中 只 有 一 棵 2- 分 树 为 止 ,这 棵 2- 分 树 就 是 赫 夫 曼 树 。 

图 10.17 给 出 了 树叶 权 值 集合 为 W= 二 {29,7,8,14,23,11,3,5} 的 赫 夫 曼 树 的 构造 过 
程 ,其 带 权 路 径 长 度 为 100。 赫 夫 曼 树 的 形状 可 以 不 同 , 但 不 同形 状 的 赫 夫 曼 树 的 带 权 路 径 
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长 度 一 定 相 同 , 且 是 所 有 带 权 路 径 长 度 中 的 最 小 值 。 
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(g) 
图 10.17 赫 夫 曼 树 构造 过 程 示 例 


1043 赫 夫 曼 编码 


在 数据 通信 中 ,经 常 需要 将 传送 的 文字 转换 成 由 二 进 制 字符 0、1 组 成 的 字符 串 ( 也 称 为 
编码 ) 。 例 如 ,假设 要 传送 的 电文 为 ABACCDA ,电文 中 只 含有 A、B、C、D 这 4 种 字符 , 若 这 
4 种 字符 采用 等 长 编码 ,如 编码 A(00)、B(01)、C(10) 和 D(11), 其 中 括号 中 的 0、1 字符 串 为 
字母 的 编码 , 则 电文 的 代码 为 00010010101100 ,长 度 为 14。 

在 传送 电文 时 ,总 是 希望 传送 时 间 尽 可 能 短 , 这 就 要 求 电文 代码 尽 可 能 短 。 显 然 ,这 种 
编码 方案 产生 的 电文 代码 还 可 以 再 缩短 。 如 果 在 编码 时 考虑 字符 出 现 的 频率 ,让 出 现 频率 
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高 的 字符 采用 尽 可 能 短 的 编码 ,出 现 频率 低 的 字符 采用 稍 长 的 编码 ,构造 一 种 不 等 长 编码 ， 
则 电文 的 代码 总 长 度 就 可 能 更 短 。 例 如 编码 A(1)、B(000)、C(01)、D(001), 电 文 为 
ABACCDA 的 代码 为 1000101010011 ,长度 为 13。 

为 设计 电文 总 长 最 短 的 编码 方式 ,可 通过 构造 以 字符 使 用 频率 作为 权 值 的 赫 夫 曼 树 。 
具体 做 法 如 下 : 设 需要 编码 的 字符 集合 为 fa ,az ,…,as} ,它们 在 电文 中 出 现 的 次 数 或 频率 
集合 为 {wi ,ws ,zs} ,以 al ,as，… ,as 作为 树叶 ,以 zz, ,ro, 作为 它们 的 权 值 ,构造 
一 棵 赫 夫 曼 树 ,规定 赫 夫 曼 树 中 左 分 支 代表 0, 右 分 支 代表 1, 则 从 根 到 每 片 树叶 所 经 过 的 路 
径 分 支 组 成 的 0 和 1 的 序列 便 为 该 树叶 对 应 字符 的 编码 , 称 之 为 赫 夫 曼 编码 。 赫 夫 曼 编码 
算法 如 下 : 


procedure Huffiran(C: 具 有 频率 w 的 字符 a (二 1,2,…,n){ 

t=n 棵 仅 有 根 的 2- 分 树 的 集合 ,每 个 根 a 有 权 w; 

while F 不 是 2- 分 树 { 
用 下 中 满足 mnD 宇 m7 ) 的 权 最 小 的 2- 分 树 T 和 工 构成 具有 新 树 根 的 一 棵 2- 分 树 ， 
这 棵 2- 分 树 以 7 为 左 子 树 ,以 7 为 右 子 树 ; 
用 0 标记 树 根 到 7 的 新 边 ,用 1 标记 树 根 到 T 的 新 边 ; 
把 WD+W(T ) 作 为 新 2- 分 树 根 的 权 。 

} 

retum { 符 号 a 的 赫 夫 曼 编码 是 从 树 根 到 a 的 唯一 通路 上 的 边 的 标号 组 成 的 }; 


} 

例 10.8: 已 知 要 编码 的 字符 集 为 {a.56,c,d,e,f) .它们 在 电文 中 出 现 的 次 数 或 频率 集合 
为 {6,2,4,3,7,1) , 求 出 该 字符 集 的 赫 夫 曼 编码 。 

解 : 利用 赫 夫 曼 编码 算法 求 出 的 最 优 2- 分 树 如 图 10. 18 所 示 。 


b:2 Fil 
10.18 赫 夫 曼 编码 图 


字符 集 为 {a,b,c,d,e,/} 的 编码 集 为 {10,0100,11,011,00,0101})。 
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105 典型 例题 


例 10.9: 已 知 G==(V,E) 是 一 个 无 向 图 , 且 |V|==n,1E| 二 mm, 该 无 向 图 是 由 x(r 宇 2) 棵 
树 组 成 的 森林 (所 谓 森 林 是 指 由 若干 棵 不 相交 的 树 构成 的 集合 ) ,证 明 十 "二 n。 

证 明 : 设 G==(V,E) 表 示 的 森林 的 7 棵 树 为 ,T: ,…',T ,每 棵 树 对 应 的 顶点 数 分 别 为 
7 ,7 ,… oN， 边 数 分 别 为 ra ,zzz ,…,m, ,根据 树 的 性 质 知 , 对 于 ViE11,2,…,r) ,mj; 二 ;一 
1, 从 而 有 


故 ,m 十 +r 三 n。 

例 10.10: 设 e 为 无 向 连通 图 G 中 的 一 条 边 , 且 e 不 为 环 和 桥 。 证 明 : 存在 一 棵 生成 树 
以 e 为 枝 , 也 存在 一 棵 生成 树 以 。 为 弦 。 

证 明 : 由 于 不 为 桥 , 因 而 e 必 在 某 些 回路 中 出 现 。 又 因为 e 不 为 环 ,所 以 e 所 在 回路 
的 长 度 均 大 于 或 等 于 2。 

在 用 去 回路 法 构造 生成 树 时 ,无论 e 在 哪个 回路 中 出 现 ,删除 一 条 边 时 都 不 删除 e, 这 样 
构造 的 生成 树 中 必 以 e 为 枝 。 

在 用 去 回路 法 构造 生成 树 时 ,找到 一 个 含有 e 的 回路 C ,将 e 从 C 中 删除 , 当 构 造 生成 
树 时 , 树 中 不 含有 ,从 而 e 成 为 生成 树 的 弦 。 

例 10.11: 夯 出 具有 7 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 树 。 


大 于 或 等 于 1, 因而 可 以 产生 以 下 7 种 度数 序列 ; 

1111116, 产 生 1 棵 非 同 构 的 树 Ti 。 

1111125, 产 生 1 棵 非 同 构 的 树 Tz 。 

1111134, 产 生 1 棵 非 同 构 的 树 T: 。 

1111224, 产 生 2 棵 非 同 构 的 树 Ti .Ts 。 

1111233，, 产 生 2 棵 非 同 构 的 树 Te 、.T， 。 

1112223, 产 生 3 棵 非 同 构 的 树 Te .Ty Tie 。 

1122222, 产 生 1 棵 非 同 构 的 树 Tu 。 

7 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 树 如 图 10. 19 所 示 。 

例 10. 12: 证 明 一 棵 树 是 二 部 图 ( 偶 图 )。T==(V,E),(Vi,V,) 是 工作 为 二 部 图 的 顶点 
分 类 ,|Vi| 三 |V:|, 则 Vi 中 至 少 有 一 片 树叶 。 

证 明 : 树 中 无 回路 , 即 所 有 回路 的 长 度 为 0.0 为 偶数 。 由 二 部 图 的 充 要 条 件 知 , 一 棵 树 
是 二 部 图 。 

设 Vi 中 没有 树叶 , 则 V; 中 所 有 顶点 的 度数 均 大 于 或 等 于 2。 根 据 握手 定理 、 二 部 图 的 
定义 及 树 的 性 质 知 
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图 10.19 7 个 顶点 的 所 有 非 同 构 的 树 


21E|=BdwW 21Vilt+21V |21V 1+21V: 1 
一 2(| Vi | 二 |V: | 一 十 2=21 瑟 | 二 2 二 21 王 | 
出 现 矛 盾 , 故 Wi 中 至 少 有 一 片 树叶 。 
例 10. 13: 取石 头 游戏 规则 如 下 : 有 几 堆 石头 ,两 个 选手 轮流 移动 石头 ,一 个 合法 的 移 
动 包括 从 其 中 一 推 取 走 一 块 或 多 块 石 头 ,而 不 去 移动 其 余 堆 中 的 所 有 石头 ,不 能 进行 合法 移 
动 的 选手 告 负 。 已 知 开局 分 别 有 1 块 .2 块 和 2 块 石头 的 3 堆 石 头 。 面 出 取石 头 游戏 的 博 
弈 树 , 并 给 出 获胜 选手 的 标记 (如 果 第 一 个 选手 获胜 ,终结 顶点 标 为 十 1; 如 果 第 二 个 选手 获 
胜 , 则 终结 顶点 标 为 一 1) 。 
解 : 取石 头 游戏 的 博弈 树 如 图 10. 20 所 示 。 


bo vhost 


图 10.20 取石 头 游戏 的 博弈 树 


例 10.14: 设 G=(V,E) 是 一 个 无 向 带 权 连通 图 , 且 各 边 的 权 值 不 相等 ,V 二 Vi UV; ,Vi 站 
二 名, 且 太 关 如 ,Vz 了 多 ,证明 Vi 与 Vz 之 间 的 最 小 边 一 定 在 G 的 最 小 生成 树 工 上 。 

明 : 设 e 是 Vi 与 V; 之 间 的 最 小 边 , 若 。 不 在 生成 树 工 上 , 则 。 为 弦 。 从 而 T 十 e 对 

应 唯一 的 回路 C 。 因 为 T 为 最 小 生成 树 ,所 以 C 上 除 e 之 外 一 定 有 Vi 与 Vs 之 间 的 另 一 边 
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e' ,使 得 匈 (e) 二 砚 (e) 。T 十 e 一 e" 是 连通 图 上 且 与 了 边 数 相同 ,所 以 T 十 e 一 e 也 是 生成 树 。 但 
W(T 二 +e 一 e) 二 W(T) 十 W(e) 一 W(e’) 二 W(T), 与 为 最 小 生成 树 巴 盾 , 所 以 Vi 与 V; 之 
间 的 最 小 边 一 定 在 G 的 最 小 生成 树 T 上 。 


习题 


10.1 画 出 所 有 不 同 构 的 有 3 个 顶点 的 树 。 

10.2 证 明 一 棵 树 的 顶点 度数 之 和 为 2(1V| 一 1) ,其 中 V 是 顶点 集 。 

10.3 一 棵 树 有 3 个 2 度 顶点 .6 个 3 度 顶点 .8 个 4 度 顶点 ,有 几 个 1 度 顶点 ? 

10.4 一 棵 树 有 2 个 顶点 的 度数 为 2, 有 ns 个 顶点 的 度数 为 3…… 有 x 个 顶点 的 度数 
为 &, 有 几 个 顶点 度数 为 1? 

10.5 证 明 : 一 棵 树 若 有 3 片 树叶 , 则 至 少 有 一 个 顶点 度数 大 于 或 等 于 3。 

10.6 设 T=(V,E) 是 一 棵 树 ,证 明 : 车 荆 仅 有 两 个 1 度 顶 点 , 则 工 是 一 条 直线 。 

10.7 证 明正 整数 序列 (di ,d;,…,d,) 是 一 棵 树 的 度 序列 当 且 仅 当 


Sa, = 2(n— 1) 


10.8 设 二 (V,E) 是 一 个 简单 无 向 图 。 证明 是 一 棵 树 当 且 仅 当 工 中 任意 两 点 仅 
有 唯一 的 简单 通路 。 
10.9 求 图 10.21 所 示 的 图 的 最 小 生成 树 。 


图 10.21 题 10.9 图 


10.10 设 G=(V,E) 是 一 个 连通 图 ,v€EV,d(v) 二 1,eEE 是 关联 定点 wv 的 一 条 边 。 证 
明 e 一 定 是 任何 一 棵 生成 树 的 枝 。 

10.11 证 明 简 单 连通 图 G 的 任 一 条 边 都 可 以 是 某 一 生成 树 的 枝 。 

10.12 证 明 任 何 生成 树 的 补 不 包含 割 集 。 

10.13 证 明 一 个 割 集 的 补 不 包含 生成 树 。 

10.14 设 G=(V,E) 是 一 个 连通 图 且 eEE, 证 明 e 为 G 的 割 边 当 且 仅 当 e 包含 在 G 
的 每 棵 生成 树 中 。 

10.15 证 明 一 棵 正则 2- 分 树 必 有 奇数 个 顶点 。 

10.16 已 知 银行 现在 掌握 的 客户 信息 如 表 10. 2 所 示 ,目标 是 通过 对 表 10. 2 中 的 数据 
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进行 


分 析 ,建立 一 个 预测 用 户 贷 款 意向 的 模型 。 给 : 
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1 对 应 于 表 10. 2 的 决策 树 , 并 根据 客户 


信息 {职业 ,年 龄 ,收入 ,学 历 } 二 {公务 员 ,36,10 000, 硕 十 ;和 {职业 ,年 龄 ,收入 ,学 历 }= 二 { 医 
生 ,45,14 000, 本 科 } 分 别 预测 他 们 的 贷款 意向 。 


表 10.2 题 10.16 表 


职 业 龄 收入 (元 ) 款 否 
教师 29 8000 本 科 均 
白领 30 10 000 博士 是 
白领 41 12 000 硕士 否 
教师 35 15 000 博士 是 
公务 员 28 13 000 硕士 否 
教师 36 13 000 硕士 是 
医生 28 9000 硕士 否 
医生 36 12 000 博士 是 
公务 员 50 15 000 本 科 否 
白领 28 6000 硕士 是 
公务 员 28 8000 本 科 否 
教师 50 16 000 本 科 否 
公务 员 35 10 000 硕士 是 
医生 37 13 000 硕士 是 
医生 40 10 000 硕士 匠 


10.17 分 别 画 出 从 图 10. 22 所 示 的 4 个 局 面 开始 的 井 字 游戏 的 博弈 树 。 


xlxlO x|lxlo xlolx xlo| 


x 回 |o x|O| 


回 
| 


x| Ix Ix 


(a) (b) (9) (d) 
图 10.22 题 10.17 图 


10. 18 分 别 画 出 下 列 取石 头 游戏 的 博弈 树 。 

(1) 有 1 块 石头 和 3 块 石头 的 两 堆 石头 。 

(2) 有 1 块 石头 .2 块 石 头 和 3 块 石头 的 3 堆 石 头 。 
10. 19 如 果 取 石头 游戏 遵循 最 优 策略 ,分 别 画 出 题 10. 18 要 求 的 取石 头 游戏 的 博 
弈 树 。 


10.20 给 定 树叶 权 为 1,4,9,16,25,36,49,64,87,100。 


(1) 构造 一 棵 带 权 最 优 2- 分 树 ( 二 又 树 ) 。 
(2) 构造 一 棵 带 权 最 优 3- 分 树 (三 又 树 ) 。 
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10.21 夯 一 棵 树叶 权 为 3,5,5,7,9,11,13,14 的 最 优 2- 分 树 。 

10.22 判定 下 面 字符 串 集合 中 哪些 是 前 绥 码 ,哪些 不 是 前 缀 码 。 若 是 前 缀 码 ,构造 相 
应 的 2- 分 树 ; 若 不 是 前 绥 码 ,说 明理 由 。 

CIs WO 10,110.111 

(2) {1,01,001,000,0110} 

(3) {10,110,1110,011} 

(4) {1,11,101,001,0011) 

10.23 已 知 要 编码 的 字符 集 为 {a,b,c,d,e,f,g,h) ,它们 在 电文 中 出 现 的 次 数 或 频率 
集合 为 {5,6,2,4,3,7,1,8}。 求 出 该 字符 集 的 赫 夫 曼 编码 。 
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数学 中 研究 数 的 部 分 属于 代数 学 的 范畴 。 代 数学 包含 了 算术 、 初 等 代数 .高 等 代数 、 数 
论 .抽象 代数 。 人 们 发 现 不 同 对 象 上 的 运算 可 以 有 共同 的 性 质 , 从 20 世纪 初 以 来 形成 了 抽 
象 代数 ,也 称 为 近世 代数 。 抽 象 代数 的 源头 可 以 追溯 到 20 世纪 伯 罗 瓦 (Galois) 提 出 的 群 的 
概念 。 在 抽象 代数 中 ,被 研究 的 对 象 和 其 上 的 运算 称 为 一 个 代数 系统 。 代 数 系统 的 研究 方 
法 和 成 果 在 构造 可 计算 数学 模型 .基本 技术 融合 .刻画 抽象 数据 结构 、 程 序 设计 和 编码 理论 
中 均 有 巨大 的 理论 和 实际 意义 。 群 是 最 基本 、 最 重要 的 代数 系统 。 


111 代数 运算 的 基本 概念 


:普通 代数 里 ,计算 的 对 象 是 数 , 有 自然 数 、 整 数 ` 有 理 数 、 实 数 以 及 复数 ,而 计算 的 方法 
是 加 \ 减 , 乘 , 除 和 乘 方 。 随 着 数学 本 身 的 进步 和 自然 科学 的 许多 部 门 的 发 展 , 人 们 发 现 , 可 
以 对 一 些 不 是 数 的 事物 用 类 似 普 通 计算 的 方法 来 加 以 计算 。 在 线性 代数 里 可 以 看 到 很 多 这 
样 的 例子 ,例如 ,对 于 向 量 , 和 矩阵、 线性 变换 等 都 可 以 进行 运算 ,在 第 6 章 介绍 的 集合 运算 也 
是 一 例 。 本 节 将 给 出 代数 运算 的 定义 。 


1411 代数 运算 


定义 11.1: 设 A、B.C 是 3 个 任意 的 非 空 集合 。 车“* "是 AX 到 C 一 个 的 映射 , 即 
*:AXB—C 

则 称 "* ”为 AXB 到 C 的 一 个 代数 运算 。 

按照 这 个 定义 ,一 个 代数 运算 只 是 一 种 特殊 的 映射 。 给 出 A 中 的 任意 一 个 元 素 a 和 
B 中 的 任意 一 个 元 素 5. 可 以 通过 这 个 代数 运算 得 到 唯一 的 一 个 结果 , 即 存在 唯一 的 cE€C， 
使 得 x ((a,6b)) 二 <。 由 于 代数 运算 是 一 种 特殊 的 映射 ,描写 它 的 符号 也 可 以 特殊 一 点 。 
记 *((a,6)) 二 c 为 

a x*xb = 

例 11.1: N 是 自然 数 集 ,Z 是 整数 集 ,Q 是 有 理 数 集 。 

普通 加 法 “十 ”是 一 个 NXN 到 N 的 代数 运算 。 

普通 乘法 “X” 是 一 个 NXN 到 N 的 代数 运算 。 
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普通 减法 “一 ”是 一 个 NXN 到 Z 的 代数 运算 。 
例 11.2: N 是 自然 数 集 , 定 义 NXN 到 N 的 一 个 映射 “ * ”: 对 于 任意 的 m,nE N, 有 
mx¥n=m 十 77277 

例 11.3: 设 A={ 黑 , 白 }。 定 义 一 个 AXA 到 A 的 映射 < * ”: 

《黑白 ) 一 自 

d= 

( 白 , 白 ) 一 黑 

( 黑 , 黑 ) 一 黑 


“x” 是 一 个 AXA 到 A 的 运算 。 
在 此 例 中 ,集合 A 是 有 限 集 ,可 以 用 一 个 表 ( 称 为 运算 表 ) 对 代数 运算 进行 说 明 , 如 
表 11.1 所 示 。 


表 11.1 A 上 的 运算 表 


* 黑 白 
黑 白 
白 白 黑 


对 于 类 似 于 例 11. 2 与 例 11. 3 中 的 代数 运算 ,下面 给 出 一 个 定义 。 
定义 11.2: 设 A 是 任意 非 空 集合 。 若 “* "是 AXA 到 A 的 一 个 运算 , 即 
*:AXA—A 
则 称 * 是 集合 A 上 的 一 个 代数 运算 或 二 元 运算 。 
若 对 于 A 中 的 任意 两 个 元 素 4a,bE A, 都 有 a x bE A, 则 称 * x ”是 集合 A 上 的 闭 运算 ， 
也 说 集合 A 对 运算 "* ”是 封闭 的 。 


11.12 交换 律 .结合 律 


一 个 代数 运算 是 可 以 任意 规定 的 ,并 不 一 定 有 多 大 意义 。 当 然 , 人 们 定义 一 个 代数 运 
算 ,一 般 都 会 有 实际 的 意义 ,人 们 还 希望 一 个 代数 运算 适合 某 些 常见 的 规律 。 这 通常 指 交换 
律 和 结合 律 。 

定义 11.3: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,“* ”是 A 上 的 一 个 代数 运算 。 若 对 于 A 中 任意 的 
两 个 元 素 和 2 ,都 有 


axb=bx*a 
则 称 * 满足 交换 律 。 
显然 ,实数 集 R 上 的 普通 加 法 、 减 法、 乘法 等 代数 运算 中 ,加 法 与 乘法 是 满足 交换 律 的 ， 
而 减法 则 不 满足 交换 律 。 
定义 11.4: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,“* ”是 A 上 的 一 个 代数 运算 。 若 对 于 A 中 任意 的 3 
个 元 素 a.b 和 c .都 有 
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(axb)xc=ax(bxc) 
则 称 * 满足 结合 和 
例 11.4: Z 是 整数 集 ,“ x ”是 ZZ 上 的 一 个 二 元 运算 ,对 于 任意 的 a,5EZ,a x 6b 二 a 十 0 一 
10。 证 明 “ * ”是 可 交换 的 二 元 运算 和 可 结合 的 二 元 运算 。 
证 明 : 对 于 任意 的 a,bEZ, 因 为 ax*5 二 a 十 5 一 10 二 5 十 a 一 10 二 bx a, 所 以 “x ”是 可 交 
换 的 二 元 运算 。 
对 于 任意 的 a,b,cEZ, 因 为 
ax (bxc) =ax(bte—m10) 一 十 (0 十 c 一 10) 一 10 
(ae 十 2 一 10) 十 c 一 10 = (ax0) 十 c 一 10 
= (Q 关 D) 关 C 
所 以 ,“* ”是 可 结合 的 二 元 运算 。 
例 11.5: N 是 自然 数 集 , 在 N 上 定义 二 元 运算 “* ”: 对 于 任意 的 a,b€E N,a x 5 二 a 十 
35。 证 明 :“ x* "不 满足 交换 律 且 不 满足 结合 律 。 
证 明 : 举 反 例 说 明 。 取 a 王 1,0 王 3, 由 于 wx*0 一 1x3 一 1 十 3X3 王 10,0xa 一 3x1 一 3 二 
3X1 王 6。 显 然 1* 3 天 3x 1, 故 “* ”不 满足 交换 律 。 
取 a=1,6=3 和 c=2, 由 于 
(Coxb) xc 一 (1x3)x*2 一 (1 二 3X3)x2 一 10x*2 一 10 十 3X2=16 
ax (bxc)=1x(3x*2)=1x*(3+3X2)=1x*9=1+3X9= 28 
显然 , (a #5) xc 天 ax (bxc), 所 以 ,“x ”不 满足 结合 律 。 
例 11.6: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,A 二 {f1f: A 一 A}, 即 对 于 任意 /EA^,f 是 A 到 A 
的 一 个 映射 。 在 A4 上 定义 一 个 运算 “。”, 即 映射 的 复合 运算 : 对 于 任意 的 f,g€As,f°g 
为 A 到 A 的 一 个 映射 , 记 为 


iB 二 
目 对 于 VYzEA,f°g(z)=f(g(z))。 
由 定义 知 ,“。” 是 封闭 的 , 且 由 定理 8. 2 知 ,“。” 是 可 结合 的 。 但 “。” 不 满足 交换 律 。 
例如 ,车 A 二 {1,2), 定 义 了 和 g 如 下 : 


f; A—A g: A—A 
| 1—>2 
2—1 2 一 2 


于 是 ,f*g(1)=f(g(1))= 了 (2)=1,g°f(1)=g(f(1))==g(1) 二 2。 显然 ,fg(1) 关 
8°f(1), 所 以 ,f*g 隆 g*f。 即 , 当 A 是 多 于 一 个 元 素 的 集合 时 ,“” 不 是 A4 上 的 可 交换 的 二 
元 运算 。 


1113 n 元 运算 


下 面 把 二 元 运算 推广 为 n(n 宇 1) 元 运算 。 
定义 11.5: 设 A、B 是 两 个 非 空 集合 ,n 三 1 是 正 整 数 ,“* ”为 A" 到 B 的 一 个 映射 , 即 
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x*,;A"—B 
则 称 * x ”为 集合 A" 到 B 上 的 一 个 元 运算 。 
一 般 地 ,对 于 集合 A 上 的 一 个 元 运算 “x*”, 今 后 除非 特别 声明 ,通常 可 理解 为 取 B 一 
A, 即 “x "就 是 A" 到 A 的 一 个 元 运算 ， 
x :4A" 一 A 
例如 , 设 A 是 一 个 集合 ,24 是 A 的 寡 集 合 ,集合 的 补 运算 是 24 上 的 一 个 一 元 运算 。 


112 代数 系统 和 半 群 


1121 代数 系统 


定义 11.6: 设 S 是 一 个 非 空 集合 “* ”是 S 上 的 一 个 代数 运算 , 若 将 集合 S 以 及 S 上 
的 代数 运算 “x ?封装 在 一 起 , 记 为 
(Ss *) 
则 称 之 为 一 个 代数 系统 。 
一 般 地 , 设 *1 ,x*,,…,x*，, 是 S 上 的 个 代数 运算 。 若 将 集合 S 以 及 S 上 的 nn 个 代数 
运算 * 1, x。,…, x， 封装 在 一 起 , 记 为 


则 也 称 之 为 一 个 代数 系统 。 
从 代数 系统 的 概念 可 以 看 出 ,面向 对 象 程序 设计 中 类 的 概念 来 自 代 数 系统 。 下 面 通过 
一 个 例子 来 说 明代 数 系统 与 类 的 关联 性 。 
代数 系统 是 将 一 组 值 的 集合 和 其 上 的 一 组 运算 封装 在 一 起 ,其 形式 定义 为 (S, *i， 
2 ，*,); 面 向 对 象 程序 设计 的 类 是 指 属 性 和 方法 的 封装 。 两 者 关联 性 分 析 如 下 : 


class A{ /| 类 

Private: 
int X7 
float y; 

次 一 组 值 的 集合 ,对 应 属性 S- teyai 

char z; 

Eublic: 
int getx() {retum x;} // 方 法 1 对 应 运算 * ， 
float gety(){retur y;} /方法 2 对 应 运算 * > 


char getz() {retum z;} /方法 3 对 应 运算 * ， 


] 
上 述 类 的 定义 可 以 理解 为 代数 系统 ({x,y,z，…},*1, x*2,*3,"")。 
本 章 主 要 讨论 只 有 一 个 代数 运算 的 代数 系统 , 即 由 集合 S 和 S 上 的 一 个 二 元 运算 “x*” 
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组 成 的 代数 系统 (S, x )。 
1122 同 态 映 射 和 同 构 映射 


定义 11.7: 设 (Si,* ),(Sz,。) 是 两 个 代数 系统 “* ”是 S; 上 的 一 个 二 元 运算 ，。 ?是 
S: 上 的 一 个 二 元 运算 。 设 f 是 Si 到 S; 的 一 个 映射 , 即 f: Si 一 S: 。 若 对 于 Si 中 的 任意 两 
个 元 素 zi zz, 有 

JCrzlxzz) 一 (rz)。 大 (zz) 

则 称 映射 /是 Si 到 S; 的 同 态 映 射 。 进 一 步 , 若 f 是 单 射 , 则 称 f 是 单一 同 态 映 射 ; 若 f 是 
满 射 , 则 称 /是 满 同 态 映 射 ; 若 了 是 双 射 , 则 称 f 是 同 构 映 射 。 

若 两 个 代数 系统 之 间 存在 一 个 同 构 映 射 , 则 称 这 两 个 代数 系统 是 同 构 的 。 

下 面 举 几 个 例子 。 

例 11.7: 设 (S,* ) 是 一 个 代数 系统 ,其 中 ,S=={10,1,2),S 中 的 二 元 运算 * 的 定义 如 
表 11.2 所 示 。(L, 十 ) 是 另 一 代数 系统 ,其 中 工 为 正 整数 集 , 十 为 正 整数 集 上 的 普通 加 法 运算 。 


表 11.2 S 上 的 运算 表 


x 0 1 2 
0 0 1 2 
1 0 1 
2 0 2 1 


证 明 (I, 十 ) 和 (S,* ) 是 两 个 同 态 的 代数 系统 。 
证 明 : 令 /是 I 到 S 的 一 个 映射 , 且 对 于 VzEI. 有 
A 0， 车 工 为 偶数 

1， 车 工 为 奇数 
对 于 Vx,zsEI, 分 3 种 情形 讨论 如 下 : 

(1) 车 zi 和 zs 均 为 偶数 , 则 f(z1)=0, f(xs)=0,f(zi 十 xz)=0, 于 是 f(zi 十 zs)= 
0=0*0= f(x) * f(r;)。 

(2) 车 zi 和 zs 均 为 奇数 , 则 f(z1)==1, f(zz)==1,f(zi 十 zz)==0, 于 是 f (zi 十 zz)== 
0 一 1x* 1 一 (zi)x f(x )。 

(3) 若 z 和 za 一 奇 一 偶 , 不 失 一 般 性 , 设 zi 是 奇数 ,zs 是 偶数 , 则 /zi ) 王 1,7(Czs) 一 
0,flzi 十 zz)=1, 于 是 f(x 十 xz2)=1=1*0= 了 (zi1)*% zs)。 

由 同 态 映射 的 定义 知 ,f 是 I 到 S 的 一 个 同 态 映 射 。 

故 ,(I, 十 ) 和 (S,* ) 是 两 个 同 态 的 代数 系统 。 

例 11.8:(S,* ) 是 一 个 代数 系统 ,其 中 ,S 二 {0,1},S 中 的 二 元 运算 “x* ”的 定义 如 
表 11.3 所 示 。(I, 十 ) 是 另 一 代数 系统 ,其 中 工 为 正 整 数 集 , 十 为 正 整数 集 上 的 普通 加 法 运算 。 
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表 11.3 S 上 的 运算 表 
x 0 1 
0 0 ‘ 
1 Ll 0 


令 g 是 I 到 S 的 一 个 映射 , 且 对 于 VzEI, 有 
就 纹 三 0， 若 工 为 偶数 
1， 若 工 为 奇数 
类 似 于 例 11.7 的 证 明 方法 ,g 是 I 到 S 的 同 态 映射 ;由 于 g 是 1 到 S 的 满 射 , 所 以 g 是 
I 到 S 的 满 同 态 映射 ;由 于 g 不 是 I 到 S 的 单 射 ,所 以 g 不 是 I 到 S 的 单 同 态 映射 。 
例 11.9:〈Z, 十 ) 是 一 个 代数 系统 ,其 中 2Z 为 整数 集 , 十 是 Z 上 普通 的 加 法 运算 ;(A,X) 
是 一 个 代数 系统 ,其 中 A={0,1},X 是 A 上 的 普通 乘法 运算 。 
讨论 下 列 映射 的 性 质 : 
(1) g 是 Z 到 A 的 映射 , 且 对 于 YVzEZ,yp(z) 一 1。 
(2) gs 是 Z 到 A 的 映射 , 且 对 于 VzEZ,p(z) 一 一 1。 
解 : 
(1) Vxzisxzz EZ, 有 
PCzl 十 zz) 一 1 
mm(z)Xm(r) 一 1X1=1 
显然 ,po (zi 十 zs) 一 PCz)Xm(Cz), 故 和 是 Z 到 A 的 同 态 映 射 。 由 于 wm 既 不 是 单 
射 , 也 不 是 满 射 , 所 以 m 不 是 单一 同 态 ,也 不 是 满 同 态 。 
(2) 当 冯 = 王 1,zz 一 2 时 ,有 
G71) 一 Ho(1) =—1, Hzz) = 2(2) 一 一 1 
于 是 
p(T1 zx) = po(l+2) = gp2(3) 一 一 1 
pT) XK p(x2) = pl) Xp 2) 一 (一 1)X( 一 1) 一 1 
显然 ,pz (十 Zz) 关 gz (1)Xgs(zs), 故 gs 不 是 Z 到 A 的 同 态 映 射 。 
例 11. 9 说 明 两 个 代数 系统 之 间 既 可 以 建立 同 态 映射 ,也 可 以 建立 非 同 态 的 映射 。 两 个 
代数 系统 之 间 只 要 存在 一 个 同 态 映射 ,就 说 这 两 个 代数 系统 是 同 态 的 。 
定理 11.1: 设 (Si,* ),(S,,。 ) 是 两 个 代数 系统 ,“* ”是 S1 上 的 一 个 二 元 运算 ,“。 ”是 
S; 上 的 一 个 二 元 运算 。 设 f 是 Si 到 S; 的 一 个 满 同 态 映 射 。 则 下 列 结论 成 立 : 
(1) 车 “x* ”满足 交换 律 , 则 “. ”也 满足 交换 律 。 
(2) 车“ x* ”满足 结合 律 , 则 “。 ”也 满足 结合 律 。 
证 明 : 已 知 f 是 S; 到 S; 的 一 个 满 同 态 映射 。 
(1) 对 于 任意 wm ,yz ES;, 因 为 f 是 S, 到 Ss 的 满 射 ,所 以 存在 mm ,zs€ Si, 使 得 f(z) 二 
,jza) 一 % ,于 是 由 同 态 性 与 “* "满足 交换 律 ,可 得 
yy = f(r) fr) = fr ze) = fr ¥n) = fz) fz1) = ys 


y1 
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即 “ "满足 交换 律 。 
(2) 对 于 任意 m ,ya,ysES: ,因为 了 是 Si 到 S; 的 满 射 ,所 以 存在 mi ,rayzsE Si ,使 得 
f(x) 二 y1 ,f(z:) 二 ys,f(zs) 二 y3, 于 是 由 同 态 性 与 "x 满足 结合 律 ,可 得 
(yi Ye) ys = f(z) fx2)) » fx3) = fri zi) * fxs) 

=f((x1* zx) Xx3) = f(x * (x * x3)) 
= DD 
= * (ys * ys) 

即 “。. ”也 满足 结合 律 。 


1123 半 群 与 含 么 半 群 


下 面 研究 一 个 特殊 的 代数 系统 。 
定义 11.8: 设 (S, * ) 是 一 个 代数 系统 ,“ * ”是 非 空 集合 S 上 的 一 个 代数 运算 。 若 
(1)“* ”具有 封闭 性 , 即 "“* "是 S 上 的 闭 运算 。 
(2)“* ”满足 结合 律 。 
则 称 (S, * ) 是 一 个 半 群 。 
在 自然 数 集 N 上 可 以 定义 不 同 的 代数 运算 ,构成 的 代数 系统 可 以 是 半 群 ,也 可 以 不 是 
半 群 。 
(1) CN, 十 ) 表 示 自 然 数 集 和 加 法 封装 构成 的 代数 系统 ,是 一 个 半 群 。 
(2) (CN,X) 表 示 自 然 数 集 和 乘法 封装 构成 的 代数 系统 ,是 一 个 半 和 群 。 
(3) CN ,一 ) 表 示 自 然 数 集 和 减法 封装 构成 的 代数 系统 ,不 是 半 群 。 因 为 减法 运算 可 以 
看 成 是 NXN 到 Z 的 一 个 代数 运算 ,不 满足 闭 运算 。 
例 11.10: N 为 自然 数 集 ,“A” 是 N 上 的 二 元 运算 , 且 对 于 Ynwm€EN,mAn 王 光 十 n 十 
mn。 证 明 (N,A) 是 半 群 。 
证 明 : 
(1) 闭 运 算 : 对 于 Vn,mEN, 显 然 有 mAn 二 mn 十 n 十 mnE€N。 
(2) 结合 律 : 对 于 Vn,m,1€EN, 有 
mA(nAl) =mA(nti+nl) 
三 m 十 (n 十 1 十 n0) 十 mln 十 1 十 nl) 
三 (m 十 nn 十 m1) 十 1 十 Gm 十 nn 十 mn)1 
二 (mAn) +i+ (mAml 
= (mAnmAl 


故 ,(N,A) 是 半 群 。 
定义 11.9: 设 (S, * ) 是 一 个 代数 系统 。 
(1) 车 存在 e ES, 使 得 对 于 任意 的 xzES, 有 xz* e# 二 x, 则 称 e# 是 右 乏 元 。 
(2) 车 存在 e# ES ,使 得 对 于 任意 的 zxES, 有 ez x 二 zx, 则 称 of 是 左 么 元 。 
(3) 车 存在 一 个 元 素 eE S, 它 既是 左 么 元 ,又 是 右 么 元 , 则 称 。 是 么 元 。 
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么 元 又 称 单位 元 。 
定理 11.2 设 (S,* ) 是 一 个 代数 系统 , 若 它 既 有 左 么 元 ,又 有 右 么 元 , 则 左 么 元 等 于 右 
么 元 。 若 有 勾 元 , 则 人 么 元 唯一 。 
明 : 设 ex ,ew#€5 分 别 是 左 么 元 和 右 乏 元 , 则 有 
e 左 一 CE 左 关 E 右 二 C 右 
车 有 el ,ez ES, 且 均 是 乏 元 , 则 有 
@ = *es = es 
通常 用 e 表示 么 元 。 
定义 11.10: 称 含有 勾 元 的 半 群 为 含 么 半 群 。 
不 难看 出 0 是 半 群 (N, 十 ) 的 么 元 ,而 1 是 半 群 (N,X) 的 么 元 。CN, 十 ) 和 (CN,X) 都 是 
含 么 半 群 。 
设 A 是 一 个 任意 的 集合 ,24 是 A 的 宪 集 合 ,集合 的 并 运算 U 是 24 上 的 一 个 二 元 运算 ， 
由 集合 运算 性 质 知 ,并 运算 是 24 上 的 闭 运算 , 且 满 足 结 合 律 ,所 以 (24,U ) 是 一 个 半 群 。 
名 E24, 显 然 是 么 元 , 即 (2*,U) 也 是 含 么 半 群 ,是 么 元 。 
定义 11.11: 设 (S, * ) 是 一 个 半 群 ,@@ 隆 ASS, 若 (A, x ) 本 身 是 一 个 半 群 , 则 称 (A, * ) 
是 (S, * ) 的 子 半 群 。 
考察 半 群 (S, x ) 的 一 个 非 空子 集 ASS 是 否 是 S 的 子 半 群 , 按 定义 需 考察 两 条 , 即 “ x 
是 否 是 A 上 封闭 的 二 元 运算 ,“* ”是 否 是 A 上 可 结合 的 二 元 运算 。 由 于 ASS, 因为 “* 是 
S 上 可 结合 的 二 元 运算 .所 以 * ”也 是 子 集 A 上 的 可 结合 的 二 元 运算 。 所 以 仅 需 考察 “x 
是 否 是 A 上 的 闭 运算 。 
由 前 描述 知 ,(N, 十 )、(N, XxX) 都 是 半 群 。 
A = {0,1}3 
B= {rw=A TE Ns 
C=(zlz=5，iEN)。 
显然 ,( 了 ,十 ) 和 (C, 十 ) 都 是 CN, 十 ) 的 子 半 群 ;但 (A, 十 ) 不 是 CN, 十 ) 的 子 半 群 ,因为 1 
二 1A。(A,X)、(B,X) 和 (C,X) 都 是 (N, x) 的 子 半 群 。 


113 群 的 基本 概念 


群 是 近世 代数 中 最 基本 、 也 是 最 重要 的 概念 。 在 建立 群 的 概念 之 前 , 先 建立 一 个 关于 道 
元 的 概念 。 


1131 道 元 


定义 11.12: 设 (S, * ) 是 一 个 代数 系统 ,eES 是 么 元 ,a€ 5S。 
(1) 车 存在 5€ S, 使 得 a *b 二 e, 则 称 5 是 a 的 右 逆 元 。 
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(2) 车 存在 LE S, 使 得 dx* a 二 e, 则 称 d 是 a 的 左 逆 元 。 
(3) 车 存在 a € S, 使 得 a 既是 a 的 左 逆 元 ,又 是 a 的 右 逆 元 , 则 称 a 是 a 的 逆 元 。 
下 面 给 出 逆 元 的 定理 。 
定理 11.3: 设 (S, * ) 是 一 个 代数 系统 , * 满足 结合 律 ,eE S 是 么 元 ,aES 是 任意 的 
元 素 。 
(1) 车 a 既 有 左 道 元 ,又 有 右 逆 元 , 则 a 的 左 道 元 等 于 右 道 元 , 即 为 a 的 逆 元 。 
(2) a 的 逆 元 若 存在 , 则 唯一 。 
证 明 : 
(1) 设 dw。 分 别 是 a 的 左右 逆 元 , 则 有 dx a=e 和 a *5 二 e。 于 是 
d=dxe=d*(a#*b)= (dxa)*xb=exb=b 
(2) 设 dw 分 别 是 a 的 两 个 逆 元 , 则 有 dx* ea=e 和 a x*5 二 e。 于 是 
d=dxe=dx(axb)= (dxa)xb=exb=b 
设 (S,* ) 是 一 个 代数 系统 ,eES, 对 于 S 中 的 任意 元 素 a ,车 a 有 逆 元 , 则 记 为 ae , 即 e 为 
a 的 逆 元 , 它 满足 


axal=e, axa 一 e 
1132 群 的 定义 


定义 11.13:(S,* ) 是 一 个 代数 系统 , 若 (S, * ) 满 足 
(1) “x ”是 S 上 的 闭 运算 。 
(2)“ x ”满足 结合 律 。 
(3) 存在 么 元 eE S。 
(4) 对 于 S 中 的 任意 元 素 a ,存在 逆 元 a -1 E S。 
则 称 (S, * ) 是 一 个 群 。 
由 群 的 定义 ,不 难 知道 ; 
(1) CN, 十 ) 是 含 么 半 和 群 , 么 元 为 0, 但 不 是 群 。 因 为 1EN, 但 不 存在 zxEN', 使 得 zx 十 1 一 0。 
然而 ,(Z, 十 )、(Q, 十 ) 和 (R, 十 ) 都 是 群 。 
(2) (Z,X) 是 含 么 半 群 , 么 元 为 1, 但 不 是 群 。 因 为 0EZ, 但 不 存在 xEZ, 使 得 xX0=1。 
例 11.11: 设 (G, * ) 是 一 个 群 , 取 定 cEG,“A? 为 G 上 的 二 元 运算 , 且 对 于 Yz,yEG， 
有 <zAy=zx*axy。 证 明 (G,A) 为 群 。 
证 明 : 
(1) 闭 运 算 : 对 于 Vz,yEG, 因 为 (G, * ) 为 群 , 且 由 a€EG 知 ,zxAy 二 x *ax*yE€EG。 
(2) 结合 律 : 对 于 Vxr,y,zEG, 因 为 (G, * ) 为 群 , 且 由 acEG 知 ， 
XA(yAz) =zxA(yx*ax*xz) = xxax(yxaxz) 
=(z¥xaxy)xaxz—= (Ay) axz 


一 (zAy)Az 
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《3) 义 元 为 a-!。 因 为 对 于 VYzEG, 有 xAa 1! 二 xx*a#*a 1! 二 zx#*(a*a ll)=Zx#*e=Zz。 
同 理 ,a * Az 一 z。 
(4) 道 元 : 对 于 VrEG, 其 道 元 为 a xz 1 xa 1 。 因 为 


xzAa la a) =ra(a l%r lal) 


=T¥*(asa) (x a!) 
一 (Zxe)x(zlxa 1) 
=(z% AQ 
=e#a 一 2 
同 理 ,(ae-: xxz-xa-)Azr 一 al。 
综 上 ,(G,A) 为 群 。 
例 11.12: 已 知 (G,，) 是 一 个 群 ,(S,* ) 是 一 个 代数 系统 。f 是 G 到 S 的 一 个 满 射 , 且 
对 于 Vgi,gs EG, 有 f(g gs) 二 f(g1) x ss)。 证 明 (S,* ) 是 一 个 群 。 
证 明 
(1) 闭 运 算 : 对 于 Vz,yES, 因 为 了 是 G 到 S 的 一 个 满 射 ,所 以 gi,gs EG, 使 得 
f(g1)= 二 zx,f(gz) 二 y。 因 为 (G,，*) 是 群 , 所 以 由 gi,gz: EG 知 ,gi* gs;E€G。 于 是 ,由 已 知 条 
件 知 
Xx¥y= f(g)*f(ge)= f(g1*g)ES 
(2) 结合 律 : 对 于 Vzr,y,zxES, 因 为 f 是 G 到 S 的 一 个 满 射 ,所 以 jg ,gs;,g3EG, 使 
得 f(g1)==z,f(gs) 二 y,f(g3) 二 z。 因 为 (G,，) 是 群 ,所 以 由 已 知 条 件 知 
Xx(yxz)=f(g)* (f(ge)* f(g3)) = f(a) f(g * gs) 
= vp = yen wa 
=f(g1* ga) f(ga) = (f(g1)* f(g2)) ¥ f(g3) 
一 ( 工 闪 y) 关 之 
(3) 么 元 ; 设 (G,。) 的 么 元 为 e, 则 F(e)ES 为 CS,* ) 的 么 元 。 
对 于 YzES, 因 为 了 /是 G 到 S 的 一 个 满 射 ,所 以 3g€EG, 使 得 f(g) 二 xz。 又 因为 (G,* ) 为 
群 ,所 以 
Xx*f(le)= f(g)*f(e)=f(g*e)=f(g)=7x 
同 理 , F(e) * x=zx。 
(4) 道 元 : 对 于 VzES, 因 为 上 是 G 到 S 的 一 个 满 射 ,所 以 gE€G, 使 得 f(g) 一 xz。 又 
因为 (G,， ) 是 群 , 由 gE€G 知 g 'EG, 从 而 知 f(g “')ES 是 xz 的 着 元 。 因 此 
zxfl(g) = Feg)x fg) = fg 8) = fle) 
同 理 , f(g ') x*z=f(e)。 
综 上 ,(S, * ) 为 群 。 
例 11.13; 设 A={al,as ,assa4sas ae},A 上 的 运算 * 由 表 11.4 给 出 。 
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表 11.4 6 个 元 素 的 运算 表 


半 al az Qs Qs as Q6 
al a az as as as as 
a az a as as as as 
as as a a as a 22 
Qu as as as a az as 
as as as az as as a 
as as as as az a a 


由 表 11. 4 不 难看 出 , x* 是 A 上 的 闭 运 算 。 显 然 ,a 是 么 元 。 

可 以 验证 ,对 于 Vz,y,zEA, 有 zx(yx*z) 一 (zxy)xx, 即 * 满 足 结合 律 , 且 有 oz 一 
az yai 一 aa 一 aidail 一 ayail 一 as, 故 (A,* ) 是 一 个 群 。 

定理 11.4: 设 (G, * ) 是 一 个 群 , 则 

(1) 对 于 Vg€EG,(g 1) 1=g。 

(2) 对 于 Vaivgs EG,(g1* gs) 一 82 Bl。 

证 明 : 

(1) 因为 g xg ! 二 g ! x*g 二 e, 由 道 元 的 定义 可 以 直接 得 到 (g -1)-! = 二 g。 

(2) 因为 

(gi1¥*g2)*(g2  *g1) = gx*(ge tg ) gi 一 Sixexgil 一 有关 SI =e 


上 且 
(gz ¥g1')*(g1*g2s) = gi (gl #BI)#B2 一 有 2 XeCXxB2 一 BE2X%E2 一 
由 道 元 的 定义 知 ,(gi x gz) 一 gz1xgTl。 
例 11.14: 设 (G,* ) 是 一 个 群 ,R 是 G 上 的 一 个 二 元 关系 , 且 对 于 VzyyEG,(Cz,y)ER 
当 且 仅 当 30E€G, 使 得 y= 二 0x x *07!。 证 明 尺 是 G 上 的 等 价 关系 。 
证 明 : 
(1) 自 反 性 : 对 于 YzEG。 因 为 (G, * ) 为 一 个 群 ,所 以 了 0=eEG, 使 得 z 一 ex 工 x e 1 一 
0xzx0。 由 尺 的 定义 知 ,(z,z)ER。 
(2) 对 称 性 : 对 于 Vz,yEG, 若 (z,y)ER, 则 30EG, 使 得 y= 二 0x zx07"1。 因 为 (G, x ) 为 
一 个 群 ,所 以 3 二 0"' EG, 使 得 
Oxyx0=0 (O07rx0) #0= (0 x0 rx*(0 #0 =exzrxe=z 
即 有 z 一 0 * yx* (0 1) 1 一 0 x yx 信 !, 由 民 的 定义 知 ,(y,x)ER。 
(3) 传递 性 : 对 于 Vz,y,zEG. 若 (zt,y)ER,(y,z)ER, 则 由 RR 的 定义 知 , 30.,0,€G， 
使 得 y==0. x 工 * bz 一 bx yx 的 1。 因 为 (G,* ) 是 一 个 群 ,所 以 由 0.,0,EG 知 , 30=0, x 
01 EG, 使 得 
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z= yx*0! = (0 zx)*0! = (0,*0) zr (0! #1!) 
=(0, x*0)x*rx(0 x0) =0*rx*0 
由 R 的 定义 知 ,(zx,z)ER。 

综 上 ,R 是 G 上 的 等 价 关 系 。 

定义 11.14: 设 (S,，) 是 一 个 代数 系统 。 对 于 任意 的 zx,y,<ES， 

。 如 果 工 ， y= 二 x+，z, 那 么 y= 二 x, 则 称 *。 ”运算 满足 左 消去 律 。 

。 如 果 yz== "zz, 那 么 > 一 =, 则 称 ”。” 运 算 满 足 右 消 去 律 。 

定理 11.5: 设 (G,。 ) 是 一 个 群 , 则 ”。 "运算 分 别 满足 左右 消去 律 。 

证 明 : 对 于 任意 的 z,y,zEG, 苦 z。y= 一 rz。z, 因 为 (G,。) 是 群 ,所 以 zx :。(z。y) 一 
Zr1。(zsz), 从 而 有 (z-。z)。y 一 (z 1 。z)。z,e。y 一 ce。z, 因 此 y= 二 z。 故 *。” 运 算 满 
足 左 消去 律 。 

若 y。z 一 z。z, 因 为 (G,。) 是 群 ,所 以 (>。z)。z- 一 (=<。Zz)。z-1, 从 而 有 >y。(z。 
zz 1) 一 =<。(zZ。z 1),y*e 二 xz。e, 因 此 y= 二 z。 故 *。” 运 算 满 足 右 消去 律 。 


1133 群 的 同 态 、 同 构 


定义 11.15: 设 (G,，。) 和 (A,* ) 是 两 个 群 ,f 是 G 到 A 的 一 个 映射 。 若 对 于 任意 的 
yEG, 有 
f(r*y)= f(x)* f(y) 
则 称 是 G 到 A 的 群 同 态 映射 。 进 一 步 ,车 f 是 单 射 , 则 称 是 单一 同 态 ;车 f 是 满 射 , 则 
称 f 是 满 同 态 ; 若 f 是 双 射 , 则 称 f 是 同 构 映 射 ,并 称 群 (G,*，) 和 (A,* ) 是 两 个 同 构 的 群 。 
例 11.15: 设 (G,，) 和 (A,* ) 是 两 个 任意 的 群 ,es 是 群 (A, x ) 的 么 元 。 现 定义 p: G 下 
A, 且 对 于 任意 的 zEG,p(Cz)=ez。 证 明 p 是 G 到 A 的 群 同 态 映 射 。 
证 明 : 对 于 任意 的 x,yEG, 因 为 (G,*，) 和 (A,x* ) 为 群 , 所 以 由 z,yEG 知 z。yEG。 
根据 g 的 定义 有 
p(T*Y) = es = er xe = (7) 9(y) 
所 以 ,.p 是 G 到 A 的 群 同 态 映 射 。 
定义 11.16: 设 (G,* ) 是 一 个 群 ,f 是 G 到 G 的 一 个 映射 。 若 f 是 同 态 映射 , 称 f 为 群 
G 上 的 自 同 态 映 射 。 若 f 是 同 构 映 射 , 称 f 为 群 G 上 的 自 同 构 映射 。 
例 11.16: Ze 一 {0,1,2 ,3 ,4 ,5) ,四 为 Z 上 的 二 元 运算 , 且 对 于 三 ,yEZs, 有 
工 十 y， Em 
Ty z+y2 
可 以 验证 (Zu ,四 ) 是 一 个 群 。 现 定义 映射 f; Zi 一 Z 和 g: Zo 一 Zs 如 下 : 


TOy= 
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时 
山 
名 
当 
昼 


0 一 0 0 一 0 
工 一 5 工 一 了 
f:2>4 g:2—>4 
3 一 3 3 一 0 
4 一 2 4 一 2 
5 之 工 5=>4 


显然 ,f 是 一 个 自 同 构 映 射 ,g 是 一 个 自 同 态 映 射 。 

定理 11.6: 设 (G,，。) 和 (A, x ) 是 两 个 任意 的 群 , /是 G 到 A 的 一 个 群 同 态 映射 。 

(1) 对 于 (G,。) 的 么 元 es 和 (A, x ) 的 么 元 ee ,有 f(e1) 二 e,。 

(2) 对 于 VzEG, 有 f(x-1)=(f(z))-1!。 

证 明 : 

(1) 因为 C(G,。) 和 (A,* ) 是 两 个 任意 的 群 , 且 f 是 G 到 A 的 一 个 群 同 态 映 射 , 所 以 

fle)*es = fle)= f(e1*e)= fl(e)* fl(e) 

根据 群 的 左 消去 律 , 有 Fe ) 一 ez 。 

(2) 对 于 VzEG, 因 为 (G,。) 和 (4A,* ) 是 两 个 任意 的 群 , 且 了 是 G 到 A 的 一 个 群 同 态 
映射 ,所 以 

fle) = fr = fF = = fn A 

根据 群 的 左 消去 律 ,有 f(x) 二 (f(x))7!。 

例 11.17: 已 知 (G,，) 是 一 个 群 , VgEG,f; 是 G 到 G 的 映射 , 且 对 于 VzrEG,fi(z)= 
区 
(1) 证 明 f 是 G 到 G 的 双 射 。 
(2) 令 A={fslgEG,fis 为 如 上 定义 的 G 到 G 的 映射 },“。" 是 映射 的 复合 运算 。 证 明 
A,。) 是 一 个 群 。 

证 明 : 

(1) 单 射 : 对 于 x,yEG, 车 fs (zr) 二 fo(y), 则 由 fs 的 定义 知 g* z=g*y。 因 为 
(G,，) 是 群 , 且 群 满足 左 消去 律 ,所 以 x 二 y。 

满 射 : 对 于 VyEG, 因 为 (G,，) 是 一 个 群 , 且 gE€G, 所 以 jx==g !*，y€EG, 使 得 f(x) 二 
8 (8 Y=(g*g 1). y=e* y=y, 

综 上 ,fs 是 G 到 G 的 双 射 。 

(2) 闭 运算 : 对 于 VY fs ,fs, EA, 由 A 的 定义 知 ,gi ,gs EG。 因为 (G,。 ) 是 一 个 群 ,所 
以 gy，gzEG。 对 于 YrEG, 有 
Pen = = 
由 函数 相等 的 定义 知 , fs *fs, 二 fs, EA。 

结合 律 : 由 定理 8. 2 知 ,函数 的 复合 满足 结合 律 。 

么 元 : 设 e 是 群 (G,。) 的 么 元 , 则 f. 是 (A,。) 的 么 元 。 因 为 对 于 Vfs€A, 且 对 于 
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VzEG, 有 
fe ® filz) = felfilz)) = fle x) = flz) 

由 函数 相等 的 定义 知 ,fs。f. 二 fs。 同 理 可 证 ,f.*fo==fo。 

道 元 : 对 于 Vf EA, 由 A 定义 知 ,gEG。 因 为 (G,，* ) 是 群 ,所 以 gEG。f 汪 为 ff。 
的 逆 元 。 因 为 对 于 VzEG, 有 
fir fi =f (fir) = f(g T=g* (gx =(g*g) 一 ez 一 矿 (z) 
由 函数 相等 的 定义 知 ,fs°fe-! 二 f。。 同 理 可 证 , fe!1*fs 二 f。 

综 上 ,(A,") 是 一 个 群 。 


1134 无 限 群 有限 群 .交换 群 和 元 的 阶 


定义 11.17: 设 (G,，) 是 一 个 群 。 
(1) 若 G 是 无 限 集 , 则 称 (G,。) 是 无 限 群 。 
(2) 车 G 是 有 限 集 , 且 |1G|==n, 则 称 (G,* ) 是 nn 阶 有 限 群 。 
(3) 对 于 G 中 的 任意 两 个 元 素 a,bEG, 阁 有 
a b 本 b “i 
则 称 (G,，) 是 交换 群 ,又 称 之 为 阿 贝尔 (Abel) 群 。 
定义 11.18: 设 (G,，* ) 是 一 个 群 ,sgEG。 若 存在 一 个 正 整 数 ,使 得 
ee 
ng 
上 且 对 于 任意 的 正 整 数 m(m 二 n) ,有 
g" ze 
则 称 g 是 一 个 n 阶 元 ,或 称 n 为 g 的 阶 , 记 为 o(g) 二 n。 
若 对 于 任意 的 正 整数 ,有 
ge 
则 称 g 是 无 限 阶 元 , 记 为 o(g) 二。 
在 整数 加 群 (Z, 十 ) 中 ,对 于 任意 的 a€Z(a 取 0) ,因为 对 于 任意 的 正 整 数 n, 有 


4 十 a 十 … 十 ae 一 ma 天 0 
na 


所 以 ,ol(a)== 
在 模 6 的 整数 加 群 (Zs ,四 ) 中 ,有 
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6 个 5 
所 以 ,o(1) 一 6,o(2) 一 3,o(3) 一 2,o(4) 一 3,0(5) 一 6。 
定理 11.7: 设 (G,. ) 是 一 个 交换 群 ,对 于 任意 的 a,b5EG, 有 (a* 606)" 二 a 。b"。 
证 明 : 对 于 任意 的 a,5EG, 因 为 (G,* ) 是 一 个 交换 群 ,所 以 
(人 asp" 一 (ab aD ee aD)= (aa eg) Bebe eb)=ar bh 


nn 个 (aeb) n 个 a n 个 b 
定理 11.8: 设 (G,* ) 是 一 个 有 限 群 。a€G, 且 ola) 二 n。 证 明 a* 二 e 当 且 仅 当 1k。 
证 明 : 必要 性 : 设 n 上 有 , 则 =nm 十 r, 其 中 0 二 r 二 n。 因 为 a*==e, 所 以 

e=at=a"=a" a = (0a =e a =e*a=a 
与 ol(a) 二 n 矛盾 。 故 nlk。 
充分 性 : 因为 nlk, 且 o(a) 二 nn, 所 以 k= 二 nmx。 于 是 
厂 一 本 = (0 一 六 一 如 
例 11.18: 设 (G,，) 是 一 个 交换 群 ,对 于 任意 的 a,5EG, 车 ol(a)= 二 m,0(b)= 二 n, 且 
(nm) 三 1, 则 


r 


ola*b) = mm 
证 明 : 因为 (G,，) 是 一 个 交换 群 , 且 o(a)= 二 mx,0(5) 二 n, 所 以 
(aeD)™ =a™ eb™ = (a")".(b)"=e*e" =e*e=e 
对 于 任意 正 整数 ,车 (a，65)* 二 e, 则 
(a =((aeD) = =e 


旦 


(a =a" ober =a" ee (P=ar et 一 ao。e 一 ai 


所 以 a” 二 e。 已 知 o(la)= 二 m, 故 由 定理 11.8 知 m|kn, 又 (n,m) 二 1, 所 以 mk。 

同 理 可 证 nlk。 又 因为 (n,m) 二 1, 因 此 mn|k。 

综 上 所 述 ,o(a*， 5b) 二 mn。 

例 11.19: 设 (G,， ) 是 一 个 群 ,/ 是 G 到 G 的 同 态 映 射 ,证 明 对 于 Va€EG,f(a) 的 阶 不 
大 于 a 的 阶 。 

证 明 : 令 o(4a) 二 n, 则 a 二 e。 因 为 (G,* ) 是 一 个 群 , 且 f 是 G 到 G 的 同 态 映 射 ,所 以 

(fla))"* = fla) ,fla) so fla) 一 Ga。a。…。a) 一 ja") 一 je) 一 e 
wa 个 Fa) na 

由 阶 的 定义 知 ,fCa) 的 阶 不 大 于 nn: 即 f(a) 的 阶 不 大 于 a 的 阶 。 

群 是 只 有 一 种 代数 运算 的 代数 系统 ,可 以 看 到 ,一 个 代数 运算 用 什么 符号 来 表示 ,这 并 
不 是 一 个 关键 问题 ,可 以 由 我 们 自由 决定 ,有 时 可 以 用 “x*”, 有 时 可 以 用 *。” 或 “十 ”或 
“@ ”等 。 对 于 一 个 一 般 的 群 ,不 一 定 可 交换 , 即 未 必 满 足 交 换 律 , 以 后 常用 %。”( 读 作 “ 点 
乘 ”) 来 表示 它 所 具有 的 二 元 运算 , 称 该 群 为 乘法 群 。“ 群 G" 即 表示 一 个 群 (G,。) ,其 中 

"运算 是 泛 指 的 , 绝 不 是 数 的 乘法 运算 。 
通常 称 一 个 交换 群 为 加 法 群 ,并 用 “十 ”来 表示 它 的 二 元 运算 ,此 时 的 “十 ” 绝 不 是 数 的 加 
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法 运算 ,也 是 泛 指 一 个 满足 交换 律 的 二 元 运算 。 在 一 个 加 法 群 (G, 十 ) 中 ,用 “0” 表 示 么 元 ， 
对 于 任意 的 g€EG, 其 逆 元 记 为 一 g。 


114 群 的 几 个 等 价 定义 


群 是 一 个 最 重要 的 代数 系统 ,对 于 群 ,从 不 同 的 角度 出 发 ,可 以 得 到 几 个 不 同 的 定义 。 

定理 11.9: 设 (G,' ) 是 一 个 半 群 。 若 

(1) 存在 e€EG 是 G 中 的 左 么 元 。 

(2) 对 于 任意 的 gE€G, 存 在 左 逆 元 8 EG, 使 得 g'* g 二 e。 
则 (G,，) 是 一 个 群 。 

证 明 : 对 于 任意 的 gE€G, 存 在 左 逆 元 g EG, 使 得 g。g 一 e。 由 gEG 知 ,又 存在 gE 
G, 使 得 g*g 二 e。 于 是 有 

gg =e(ge 8g)=(g "8g) (gg)=e (gg) g 
= 6 = = 


/ 


即 有 


于 是 
ge=g*(g 8) 一 (8) 5 一 eg 一 8 
即 e 是 右 么 元 ,所 以 e 是 么 元 。 
进而 由 g，g 二 e 和 g'。g 二 e 两 式 知 ,g' 就 是 g 的 逆 元 , 即 g 一 gs 。 
综 上 所 述 ,(G,. ) 是 一 个 群 。 
定理 11.9 表明 , 群 的 定义 条 件 可 以 减弱 ,但 实际 上 表面 减弱 的 定义 与 原 定义 是 等 价 的 。 
为 了 方便 起 见 , 仍 用 原 定义 条 件 。 
定理 11.10: 设 (G,，。 ) 是 一 个 半 群 , 则 (G,，) 是 群 当 且 仅 当 对 于 G 中 任意 两 个 元 素 a 
和 6 来 说 ,方程 a* zx 二 b 和 y*，a==b 在 G 中 有 解 。 
证 明 : 先 证 必要 性 。 设 a 和 2 是 G 中 任意 两 个 元 素 , 因 为 (G,。) 是 群 ,所 以 aiEG。 
从 而 3a-: .6.0。aEG, 使 得 
uta lh)= (jb=esb=b 
(baa=bs (a sa)=bee=b 
即 ,a- .8 是 ae。z 一 /的 一 个 解 ,2。a :是 y。a==b 的 一 个 解 。 
再 证 充分 性 。 对 于 任意 元 素 aEG, 由 已 知 条 件 y* a=6b 在 G 中 有 解 知 , 存 在 eEG, 使 
得 e* a=a。 
对 于 任意 元 素 gE€G, 由 已 知 条 件 a. z==g 在 G 中 有 人 解 知 ,存在 5E€ G, 使 得 a .b= 二 g。 
于 是 


ee*g=e*(a.b) (ea)b=a*b=g 
故 e 是 G 中 的 左 么 元 。 
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又 ,对 于 G 中 任意 元 素 g ,由 已 知 条 件 y. ge 在 G 中 有 解 知 ,存在 g EG, 使 得 


多 i 
ed 


故 g' 是 g 的 左 逆 元 。 
最 后 ,由 定理 11.9 知 (G,。) 是 一 个 群 。 
N 是 自然 数 集 , 在 含 么 半 群 (N, 十 ) 中 ,对 于 任意 的 a,EN', 方 程 x 十 = 在 N 中 不 一 
定 有 解 。 把 自然 数 集 扩 大 为 整数 集 Z 后 ,在 (Z, 十 ) 中 对 于 任意 的 wa,2EZ, 方 程 x 十 a 二 b 在 
Z 中 一 定 有 解 。 
定理 11. 10 给 出 了 群 的 又 一 个 等 价 定义 。 对 于 有 限 群 ,还 可 以 有 一 个 更 简单 的 定理 。 
定理 11.11: 设 G 是 一 个 非 空 有 限 集 ,(G,. ) 是 一 个 半 群 。 若 *. ”满足 左 \ 碳 消去 律 ， 
即 对 于 任意 的 a,5,cEG, 满 足 : 
。 如果 a .0 一 ac, 那么 b=c; 
。 如 果 0。a=c，。a, 那 么 0=c。 
则 (G,。) 是 一 个 群 。 
证 明 : 先 证 对 于 G 中 任意 两 个 元 素 a 和 6b, 方程 a* z=6b 在 G 中 有 解 。 
不 妨 设 G={gi,g2,… gn) ;: 则 a*G={ar givae gsr"rsa* gn} 
由 于 “。 ”是 封闭 的 ,所 以 a * GSG。 
作 G 到 a。，G 的 映射 /: G>a*G, 且 对 于 Vg;EG,f(g;) 二 a* gi(1 志 i<n)。 显 然 ,f 
车 VgivgjEG, 车 f(gi) 二 f(gj), 即 a*g; 二 a* gj, 则 由 左 消去 律 知 ,g; 二 gj, 故 了 是 
单 射 。 
因此 ,f 是 双 射 ,从 而 有 |a*G|=1G|。 
又 因为 G 是 有 限 集 ,上 且 a*GSG, 所 以 a* G=G。 
因为 5EG, 所 以 bEa。，G, 即 存在 gEG, 使 得 6 二 a* g。 也 就 是 说 a* z=b 在 G 中 有 解 g。 
同 理 可 证 ,y*a=b 在 G 中 也 有 解 。 
最 后 由 定理 11. 10 知 ,(G,。) 是 群 。 


115 变换 群 和 置换 群 


设 A 是 一 个 任意 的 非 空 集合 ,A4 是 以 A 到 A 的 所 有 映射 为 元 素 的 集合 , 即 
A*={f|f:A—A} 
对 于 任意 的 f,g€E As,f°*g 是 映射 f 与 映射 g 的 复合 映射 ,由 映射 复合 的 定义 知 ， 
frgEAs, 
As 一 {(Cz,z)lzEA}EA^4, 由 映射 复合 的 定义 知 
六 "2 一 > 一 六 
即 As 是 么 元 。 
又 因为 映射 的 复合 运算 满足 结合 律 ,所 以 (A4,") 是 一 个 含 么 半 群 。 
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1151 变换 群 


定义 11.19: 设 A 是 一 个 非 空 集合 ,G 是 由 A 到 A 的 一 些 映射 构成 的 集合 , 若 G 是 关 
于 运算 “。” 构 成 的 一 个 群 , 则 称 (G,*) 是 集合 A 上 的 一 个 变换 群 。 

例 11.20: 令 U(A4)={FEA4|7 为 双 射 ), 则 (CU(CA4),") 是 集合 A 上 的 一 个 变换 群 。 

证 明 : 

(1) 闭 运算 : 对 于 任意 的 f,gE€ U(A4), 因 为 f 和 g 都 是 A 上 的 双 射 ,所 以 由 定理 8. 3 
知 f*g 也 是 双 射 ,因此 f*g€ U(As)。 

(2) 结合 律 : 由 第 8 章 定 理 知 ,“。*? 也 是 U(CA4) 上 的 可 结合 的 二 元 运算 。 

(3) 么 元 : 显然 ,AAE U(A4) 是 么 元 。 

(4) 道 元 : 对 于 任意 的 fE U(A4) ,因为 了 是 双 射 ,所 以 存在 广 :E U (4A4) ,使 得 

R= 

综 上 所 述 ,(U (A4),*) 是 一 个 群 。 

对 于 任意 的 fE U (A4), 称 /为 集合 A 上 的 一 个 变换 。 

例 11.21: R 是 实数 集 ,G 二 {fs | a 关 0,a,5ER, 对 于 VrER, f(x) 二 az 十 b), 则 
(G,") 是 实数 集 R 上 的 一 个 变换 群 。 

证 明 : 

(1) 闭 运 算 : 对 于 任意 的 f4%,fisEG, 由 G 的 定义 知 ,a 隆 0,c 隆 0,a,b,c,dER。 对 于 
任意 的 zER, 有 

fos ° feal7z) = faslfeal7z)) = foslcrtd) =a(crtd)i+b=acrtitad+i+b 
因为 a 关 0,c 关 0, 所 以 ac 关 0,acvad 十 5ER, 所 以 

is ins) es J 

由 函数 相等 的 定义 知 f6w6°fca= faaats EG。 

(2) 结合 律 : 因为 “*? 是 映射 的 复合 运算 ,所 以 “。? 是 可 结合 的 二 元 运算 。 

(3) 么 元 : AoEG 为 么 元 。 因 为 对 于 任意 的 六 sEG, 且 对 于 YVzER, 有 

fs fs) = fas (fd 2 = faslz+0) = fsl(x) 

由 函数 相等 的 定义 知 Jifio= fase 同 理 可 证 fi,0° fow= fw。 


(4) 北 元 : 对 于 任意 的 fsEG, 因 为 a 闫 0, 且 a,0ER, 所 以 二 关 0, 目 二 ,一 二 ER， 于 


是 广 为 /vs 的 逆 元 。 因 为 ,对 于 YVzER. 有 
Ra fa = fa 


= 二 (az 平 丙 手相 本 7 二 二 丽 人 的 
a 


由 函数 相等 的 定义 知 ,/，_,,。f,s 二 fi.o。 同 理 可 证 ,f64°f， 1, 二 fi 
综 上 所 述 ,(G,*) 是 实数 集 R 上 的 一 个 变换 群 。 
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1152 置换 群 


定义 11.20: 设 A 是 一 个 非 空 有 限 集 。 

(1) 称 A 上 的 一 个 变换 群 为 A 上 的 一 个 置换 群 。 

(2) 对 于 任意 的 fE U (A^), 称 f 为 集合 A 上 的 一 个 置换 。 

下 面 针对 非 空 有 限 集 A 深入 讨论 置换 群 (U(A*),。)。 

定义 11.21: 设 A 二 {1,2,…,n}) ,从 集合 A 到 A 的 一 个 双 射 o 称 为 A 的 一 个 nn 阶 置 换 。 


记 为 
| . 2 n | 
0 一 
oll) 6(2) %» oln) 


称 ， 阶 置换 | 。 “| 为 全 等 换 。 


例 11.22: 设 A={1,2,3), 则 


上: 站 泛称 1 和 i 和 得 当 
上 2 让 3 :| >» 3 | bs 1 | | 1 中 | 2 | 
是 A 上 的 6 个 置换 。 
定义 11.22: 设 A={1,2,…,n), 称 (U(A4),。) 为 n 次 对 称 群 , 记 为 S,, 即 
S, =U (CA4) 
定理 11.12; 设 A={1,2,…,n}), 则 |S, |==n!。 
证 明 : 对 于 任意 的 o€ S,,o 可 以 表示 如 下 : 


| 1 2 we n | 
o= 
oll) oC2Y “ww ‘aln) 

因为 o 是 双 射 ,所 以 ,ao(1) ,a(2),…,o(n) 是 1,2,…,n 的 一 种 全 排列 , 共 ! 个 排列 ,因此 
|S, | =n!。 

定义 11.23: 设 o,r€E S,, 是 S, 上 的 二 元 运算 ,oer 表示 对 A 中 元 素 先进 行 = 置换 , 接 
着 应 用 = 置换。 


例如 ,A 二 {1,2,3,4) ,两 个 置换 如 下 : 


|， 2 3 | |， 2 名 | 
5 一 ， T= 
2 -| 


有 
.= 
es ea a a ls 
区 
trt°o= o 一 
2 :二 
在 计算 中 ,利用 下 面 的 方法 ,可 以 很 快 求 得 结果 : 


和 
sl 
再 看 一 个 算 例 : 
1 
信人 
定义 11.24 (k- 循 环 置 换 ) 设 A 一 {1;2，…7) 全 JEA, 设 veS,, 若 ca) 一 
iz v0(iy) 二 ia ss,0(i) 二 宙 , 且 c(i) 二 (i1 攻 (ivio，…… si)), 即 A 中 其 他 元 素 保持 不 变 , 则 称 
5 为 一 个 -循环 置换 ,简称 为 二 循环 , 记 为 
Go = (站 入 让) = Gaisgii) 一 (着 站 让) = 一 《iD) 


例如 ,在 Ss 中 有 


12345 6 
0 一 (15324) = (53241) = (32415) = (24153) = (41532) 
5 本 这 下 3 
12345 6 
t= (1) = (2) = (3) = (4) = (5) = (6) 
| 汕 古 二 映 


一 个 任意 的 置换 当然 不 一 定 是 一 个 -循环 置换 。 例 如 : 
这 
“一 |: ee 4] 
就 不 是 一 个 循环 置换 ,然而 它 可 以 表示 为 循环 置换 的 乘积 : 
| 人 
c 一 一 。 = (132)(45) 
和 六 
定理 11.13: 设 vcE 5S,, 则 go 可 以 写成 车 干 个 互相 没有 共同 数字 的 (不 相交 的 )k- 循 环 置 
换 的 乘积 。 
证 明 : 设 A={1,2,*…,n},S,= 二 U(A*)。 
对 于 任意 给 定 的 cE S, ,对 于 任意 的 Vi€EA, 车 ol 让 =i, 称 i 为 在 sc 下 不 动 的 元 素 , 否 则 
称 i 为 在 so 下 变动 的 元 素 。 对 在 a 作用 下 变动 的 元 素 个 数 采 用 归纳 法 来 证 明 。 
当 变 动 的 元 素 个 数 为 0 时 ,o 是 恒 等 置换 , 即 c 一 (1) ,定理 成 立 。 
假定 当 变动 的 元 素 个 数 小 于 或 等 于 r 一 1(r 过 n) 时 定理 都 是 成 立 的 。 下 面 考察 当 变 动 
的 元 素 个 数 为 r 时 定理 是 否 成 立 。 
任 取 一 个 在 oc 作用 下 变动 的 元 素 . 令 其 为 鹿 ,不 妨 设 
oii) =is, olis) = iss 
由 于 A 总 共 仅 有 nn 个 不 同 元 素 , 故 有 限 步 内 一 定 会 出 现 一 个 i ,使 得 
Gi) € 位 
车 ol(i)==ij, 且 2 志 j 才 Rk 一 1, 因 为 o(i)==ij, 且 i-1 关 i, 与 o 是 单 射 ( 双 射 ) 蔬 盾 , 所 以 
0(i) =i。 
车 k=r, 则 o= (ais*…ii)。 
着 =r, 令 a. ES,, 则 
aa(i)=60o0), 1<i<n, 且 i¢ {fii ,ii} 
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aD =i, i€ {l,i ,i} 


显然 ,(iLis…i) 是 一 个 -循环 ,其 变动 元 素 的 集合 为 { ,is，,… ,i}。 由 于 o 是 单 射 ( 双 
射 ), 所 以 对 于 任意 的 i 全 站) 区 人 站) , 故 有 a1 (2) 人,iz ,in), 即 0 


的 变动 元 素 集 与 (i1is…ii) 的 变动 元 素 集 的 交集 是 空 集 。 
对 于 任意 的 1EA, 若 i 一 二 E 仁和) G) 一 二 ,而 


(Caiz…z)。o) iss = (isl) | = o(i) 
车 i (siz s 坟 ) ; 则 (2)==o(2D 攻 位 iy 坟 ) ;而 
(biewii) oo 0) |i = Chianwi) Iw = oi) 
所 以 有 
(is) oo =o 


在 c 作用 下 变动 元 素 的 个 数 为 一 上 委 " 一 1, 由 归纳 假定 ,om 可 以 写成 若干 个 互相 没有 


共同 数字 的 循环 兽 换 的 乘积 , 即 a 也 可 以 写成 若干 个 互相 没有 共同 数字 的 循环 置换 的 乘积 。 


Ss 的 6 个 元 素 可 用 循环 移 换 表示 如 下 : 


和 蕊 总 Ll 1 2 3 
= (1) = (23) = (12) 
1 2 3 1 总 受 2 1 3 
12 3 1 多 123 
= (123) = (132) = (13) 
231 3 1 2 S21 
例 11. 23: S, 的 全 体 元 素 用 循环 置换 分 类 表示 如 下 : 
Bb 2 3 | 
= (1) 
基 发 各 昌 
时 妇 这 建 1 2 3 4 「1 4 
= (12) = (13) = (14) 
2 1 3 4 32 1 4 [4 
1 2 3 14 1234 
= (24) = (34) 
旭 癌 沿 (如 1 243 
1 用 33 总 1234 [i 2 3 4 
| |- (123) | | (132) = (134) 
2 3 4 3 1 2 4 LS 本 
下 六 攻 12 3 4 [5 
| 上 |- (143) | |- (124) 上 |- (142) 
4 2 3 史 对 六 于 lI4 1 3 2 
12 34 1234 
= (234) = (243) 
出 总 2 142 3 
1 234 | 下 4 
= (1234) = (1243) = (1342) 
2 3 证 241 3 3 江 2 
1 2 3 和 4 1 2 3 4 
| 上 (1423) | 上 = (1432) 
4 3 2 4 123 
1234 12 3 4 
| 上 (12)(34) | 上 (13)(24) 
-| 3 341 2 
1 2 4 
| 上 (14)(23) 
4 3 
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用 人 循环 午 换 来 表示 置换 比较 简单 , 且 能 表明 每 一 个 置换 的 特性 。 例 如 ,在 例 11. 23 
中 可 以 由 这 种 表示 方法 看 出 ,Ss 的 元 素 可 以 分 成 5 类 ,每 一 类 元 素 的 性 质 一 定 相同 。 


116 循环 群 


设 (G, . ) 是 一 个 群 ,gEG。 

显然 有 g* EG,g* EG,…, 即 对 于 任意 的 正 整 数 n, 有 g"EG。 

显然 有 g EG,g “EG,…, 即 对 于 任意 的 正 整 数 n, 有 gg“"E€G。 

规定 gr EG 是 G 中 的 么 元 。 

综 上 所 述 , 对 于 任意 整数 zxEZ,s" ECG。 

显然 ,({g"|nEZ},，。) 是 一 个 群 。 

定义 11.25: 设 (C,，) 是 一 个 群 ,sgEG。 若 G 中 每 一 个 元 素 都 是 g 的 乘 方 , 则 称 G 为 
循环 群 , 称 g 为 生成 元 ,并 且 用 符号 G=(g) 表 示 , 即 G=(g)={g"|n€E2Z}。 

注意 ,为 简便 起 见 , 在 本 节 讨论 循环 群 G 时 , 常 忽略 代数 运算 符号 *”。”。 

定理 11.14: 设 G=(g) 是 一 个 循环 群 ,如 果 o(g)==n, 则 |G|==n, 且 

G=(g)= {g =egg ,gg™} 
证 明 : 对 于 任意 的 mEZlm 三 n) ,存在 gq,rEZ,0 三 rr 二 n, 使 得 m= 二 gn 十 +r。 有 
ee 

这 说 明 G 至 多 有 ?7 个 元 素 。 

对 于 任意 的 ijEZ,0 委 i<j 委 2 一 1, 若 下 一 玉 , 则 8 一 e, 而 0 委 ) 一 ;2 与 o(g) 一 7 
矛盾 ,所 以 g' 取 g’, 即 G 中 任何 两 个 元 素 都 不 相同 ,所 以 |G|=n, 且 

G=(g)= {g" =e,g,g’ "8g" 1!} 

定义 11.26: 设 G=(g) 是 一 个 循环 群 。 

(1) 车 olg) 二 nn, 则 称 G 是 nn 阶 有 限 循 环 群 。 

(2) 车 olg) 二 w, 则 称 G 是 无 限 循环 群 。 

定理 11.15: 设 (G,，) 是 由 g 生成 的 循环 群 。 

(1) 车 G 是 n 阶 有 限 循环 群 , 则 G 中 含有 B(n) 个 生成 元 , 且 对 于 小 于 或 等 于 nn 且 与 nn 
互 素 的 正 整 数 ~.g 是 G 的 生成 元 。 其 中 ,$B(n) 是 指 小 于 或 等 于 nn 且 与 互 素 的 正 整数 的 
个 数 。 

(2) 车 G 是 无 限 循环 群 , 则 G 只 有 两 个 生成 元 g 和 gg!。 

证 明 : 

(1) 只 需 证 明 对 于 任意 的 正 整数 (rn),g" 是 G 的 生成 元 当 且 仅 当 x 入 n 互 素 。 

充分 性 : 若 > 和 nn 互 素 , 且 rn, 则 存在 整数 w 和 w 使 得 xr 十 zz 一 1。 于 是 对 于 ViEZ， 

gg 一 gg 一 ge 一 (gm 

所 以 ,g" 是 G 的 生成 元 。 

必要 性 : 设 g" 是 G 的 生成 元 ,; 则 o(g”) 二 n。 设 r 和 的 最 大 公约 数 是 d, 则 存在 整数 
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1 使 得 + 二 dt。 因 此 有 (g" 六 二 (g* 闻 二 (g")' 二 e。 由 定理 11.8 知 ,n 六 ,从 而 有 d=1。 


综 上 所 述 ,G 中 含有 BB() 个 生成 元 , 且 对 于 小 于 或 等 于 nn 且 与 n 互 素 的 正 整 数 r,g" 是 
G 的 生成 元 。 

(2) 因为 g 是 无 限 循环 群 (G,，) 的 生成 元 ,所 以 对 于 Ya€G,a 二 g' 二 (g ')“, 因 此 ， 
g ! 也 是 群 (G,。) 的 生成 元 。 

假设 h 也 是 群 (G,，) 的 生成 元 ,对 于 G 中 元 素 g ,存在 整数 ;, 使 得 g 二 h。 对 于 hEG， 
由 于 g 是 群 G 的 生成 元 ,所 以 存在 整数 4, 使 得 h=g'。 于 是 g 二 1* 二 g*。 由 群 满足 消去 律 
知 g*! 二 e。 因 为 G 是 无 限 循环 群 ,所 以 ts 一 1 二 0。 从 而 有 ss 二 t==1 或 s=1 1, 即 h=g 
或 h 二 g !。 

故 ,G 只 有 两 个 生成 元 5 和 gg 。 

例如 ,(Z, 十 ) 是 无 限 循环 群 ,其 生成 元 为 1 和 一 1; (Zs ,由 ) 是 一 个 8 阶 有 限 循环 群 ,其 
生成 元 为 1.3、.5 和 7 共 4 个 。 

定理 11.16: 任何 一 个 无 限 循 环 群 同 构 于 整数 加 群 ,任何 一 个 阶 有 限 循环 群 同 构 于 模 
n 的 整数 加 群 。 

证 明 : 

(1) 设 G=(g) 是 无 限 循环 群 。 

作 映 射 pg: Z>G, 对 于 任意 的 iEZ,qg(i 让 二 gi' ,其 中 (Z, 十 ) 是 整数 加 群 。 
显然 ,p 是 一 个 满 射 。 

对 于 任意 的 记 ,i2 EZ, 若 gqg(i4) 二 qg(iz), 即 gi" 二 g*, 则 有 gr-% 二 g' 二 e。 

因为 G=(g) 是 一 个 无 限 循 环 群 ,对 于 任意 的 iEZ, 车 i 隆 0, 则 g' 隆 e, 所 以 鹿 一 is 二 0, 即 
站 二 和, 故 p 是 一 个 单 射 。 

又 因为 对 于 任意 的 六 ,和 EZ, 有 9 十 i) 一 5 一 8 有 一 9()。9(), 故 9 是 一 
个 同 态 映 射 。 

综 上 所 述 ,p 是 同 构 映 射 , 所 以 任何 一 个 无 限 循 环 群 同 构 于 整数 加 群 。 

(2) 设 G=(g) 是 一 个 n 阶 有 限 循环 群 , 则 由 定理 11.14 知 


1} 


G=(g)= {gg =e,gg ,pg 


作 映 射 9: Z, 一 G, 对 于 任意 的 工 EZ,,p(Zz) 一 对 ,其 中 Z, = {0 ,1 ,7 1},(2Z, ,中 ) 
是 一 个 n 阶 有 限 循 环 群 。 
显然 ,p 是 一 个 满 射 ,也 是 一 个 单 射 , 故 p 是 一 个 双 射 。 
容易 证 明 ,对 于 任意 的 荆 ,y EZ,, 有 
gp( 工 由 y) = p(T) p(y) 


故 p 是 一 个 同 态 映射 。 
综 上 所 述 ,yp 是 同 构 映 射 ,所 以 任何 一 个 阶 有 限 循 环 群 同 构 于 模 的 整数 加 群 。 
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117 子 群 


Z 是 整数 集 ,“ 十 ”是 整数 的 加 法 运算 。 显 然 ,(Z, 十 ) 是 一 个 群 。 令 A=={3z|xE2Z), 集 
合 A 是 所 有 以 3 的 倍数 为 元 素 的 集合 ,显然 ASSZ。A 关于 整数 的 加 法 运算 构成 的 一 个 代 
数 系统 。(A, 十 ) 是 一 个 群 , 它 是 (Z, 十 ) 的 子 群 。 


1171 子 群 的 定义 


定义 11.27; 设 (G,. ) 是 一 个 群 ,局 关 ASG, 若 (A,. ) 也 是 一 个 群 , 则 称 (A,，) 是 (G,.) 
的 子 群 。 有 时 ,也 可 简单 地 说 A 是 G 的 子 群 。 


例 11.24: (Ze , 申 ) 是 一 个 模 6 的 整数 加 群 ,2Z6 二 {0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5)。 
Al= 二 {0},(Ai, 田 ) 是 (Z, 田 ) 的 子 群 ,简称 A, 是 Z 的 子 群 。 


不 难 发 现 ,As= 二 {10,3},A; 二 {0 ,2 ,4}), 也 是 Ze 的 子 群 。 并 且 Ze 的 子 群 仅 为 A 、A;、 
A; 和 Zs 本身。 

例 11.25: (S;,*) 是 3 次 对 称 群 ,S;=={(1),(12),(13),(23),(123),(132)}。 

可 的 所 有 巴 群 为 (iD CD C2 DRC2S TCD tLe, (1) IZ} 
和 Ss。 


1172 子 群 的 判定 定理 


利用 子 群 的 定义 去 判定 一 个 非 空子 集 是 否 是 一 个 子 群 较 麻 烦 , 下 面 给 出 若干 判定 定理 。 

定理 11.17: 设 (G,. ) 是 一 个 群 , 忆 关 ASG, 若 

(1) 对 于 任意 的 a,bEA, 有 a*bEA。 

(2) 对 于 任意 的 a€EA, 有 a 'E€A。 
则 (CA,…) 是 (G,，) 的 子 群 。 

证 明 : 显然 ,由 给 定 的 条 件 (1) 知 ,“. ”是 A 上 的 闭 运算 。 
因为 (G,， ) 是 一 个 群 ,显然 "， ”是 G 上 可 结合 的 二 元 运算 ,而 ASG, 所 以 “。 "也 是 A 
上 可 结合 的 二 元 运算 。 
因为 A 关 名 ,所 以 存在 a€EA, 由 已 知 条 件 (2), 有 a !EA, 所 以 e=a*a :EA, 即 A 中 
有 乏 元 。 

又 由 已 知 条 件 (2) ,A 中 每 个 元 素 都 有 逆 元 。 

综 上 所 述 ,(A,… ) 是 一 个 群 ,由 定义 知 (A,，) 是 (G,。 ) 的 子 群 。 

例 11.26: 设 (G,，) 是 一 个 群 , 令 A 二 {gEGI 对 于 YrEG,x，g 二 g* Xx), 则 (A,…) 是 
G,，) 的 子 群 。 
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证 明 : 

(1) 因为 (G,。) 是 一 个 群 ,eEG 为 G 的 么 元 ,对 于 YzEG, 有 ez 一 z 一 ze, 所 以 
eEAAG, 

(2) 对 于 Va,bEASG, 则 由 A 的 定义 知 ,对 于 任意 的 TEG, 有 a* z=x*，a,b* zx 二 
Z。0。 因 为 (G,。) 是 一 个 群 ,所 以 

(ab) .rz 一 av (OZz) 一 ar 人 一 (az) 0 一 (zal).0 一 (0D) 
所 以 ,由 A 的 定义 知 ,a*， bE A。 

(3) 对 于 任意 的 a€E ASG, 由 A 定义 知 ,对 于 任意 的 zEG, 有 a，*，x 二 x。a。 因 为 
G,。) 是 一 个 群 ,所 以 

RestktaszacTL = (re a) a! 

从 而 有 
a aj (real) = (0! sx) (a a 1) 


于 是 


由 A 的 定义 知 ,a-!€A。 

由 定理 11. 17 知 ,(A,。) 是 (G,.) 的 子 群 。 

定理 11. 18: 设 (G,. ) 是 一 个 群 ,g 关 ASG, 则 (A,.) 是 (G,。) 的 子 群 当 且 仅 当 对 于 
任意 的 a,bEA, 有 a*b'1€EA。 

证 明 : 

(1) 必要 性 : 对 于 任意 的 a,5EA, 因 为 (A,， ) 是 (G,，) 的 子 群 ,所 以 571EA。 又 因为 
群 满足 闭 运 算 , 所 以 由 a,b !EA 得 a .0 1EA。 

(2) 充分 性 : 因为 A 关 名 ,所 以 ja€ 有 A, 由 已 知 条 件 知 e=a，a~'EA。 对 于 YbEA, 由 
ebEA 和 bb !=e .6b 1E€EA, 

对 于 Va,bEA. 由 上 知 57'EA。 根据 已 知 条 件 , 由 a,6 !1EA 得 a .b=a* (4 1) "1E€ 
A。 由 定理 11.17 知 (A,。) 是 (G,。) 的 子 群 。 

例 11.27: 已 知 (五 , . ) 和 (K,。) 是 群 (G.。) 的 子 群 ,证 明 ( 互 站 K,。) 是 群 (G,。) 的 
子 群 。 

证 明 : 因为 ( 互 ,… ) 和 (K,。…) 是 群 (G,，) 的 子 群 , 且 e 为 G 的 么 元 ,所 以 e€EH, 且 eE€ 
K。 于 是 eEHNK2, 且 HNKESG。 

对 于 Va,bE HNK, 有 a,bEH 和 a.,bEK。 因 为 (HH,*) 和 (K,，) 是 群 (G,，) 的 子 
群 ,所 以 由 定理 11.18 知 a* bEH 和 a*4b 1EK。 于 是 a*6b EHNK。 

由 定理 11. 18 知 .(HNK,…) 是 群 (G,。) 的 子 群 。 

定理 11.19: 设 (G,。) 是 一 个 群 , 慑 关 ASG, 且 A 为 有 限 集 , 则 (A,。) 是 (G,.) 的 子 
群 当 且 仅 当 对 于 任意 的 a,oEA, 有 aw.pEA。 

证 明 : 必要 性 显然 。 

充分 性 : 对 于 VaEA, 因 为 A 为 G 的 非 空子 集 , 晶 *. ”对 A 满足 闭 运算 ,所 以 ,对 于 
VnEZ, 有 a"EA。 又 因为 A 为 有 限 集 ,所 以 必 存 在 i<j 使 得 a 二 a;。 于 是 e=a’ 1!1。a€ 
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A, 同 理 ae。a 盖 一 一 ec。 所 以 oa 一 一 ao 一 EA。 
由 定理 11. 17 知 ,(A,。) 是 (G, . ) 的 子 群 。 


11.8 子 群 的 陪 集 


本 节 利用 群 的 一 个 子 群 对 群 进行 划分 ,然后 由 此 推出 几 个 重要 定理 。 
1181 按 子 群 划分 的 剩余 类 


Z 是 整数 集 ,n 是 一 个 整数 ,把 全 体 整数 按 被 n 除 的 余数 分 成 剩余 类 ,这 一 工作 在 7. 6 
季 已 经 做 过 了 。 现 在 ,从 另 一 个 观点 来 考察 这 一 问题 。 
(Z, 十 ) 是 整数 加 法 群 。 设 A= {nh|lh€EZ), 其 中 是 一 个 整数 。 
对 于 A 中 的 任意 的 两 个 元 素 a 二 nh,6 二 nk, 根 据 A 定义 知 h,kEZ, 于 是 hh 十 kEZ, 一 h 
EZ, 故 
a+b=n(h+k)EA 
an 一 一 7 E A 
由 定理 11.17 知 ,A 是 ZZ 的 一 个 子 群 。 
把 整数 集 Z 分 成 剩余 类 时 所 利用 的 等 价 关 系 尽 是 如 下 规定 的 : 对 于 任意 的 a,bEZ， 
(a,6b)ER 当 且 仅 当 nla 一 5。 
显然 ,n| (a 一 5b) 也 就 是 存在 整数 ,使 得 a 一 5 二 nk, 即 (a,6)EA; 反 之 ,车 (a,5)EA, 也 
就 有 nl(a 一 5)。 所 以 ,可 以 如 下 规定 上 面 的 二 元 关系 尺 : (a,5b)ER 当 且 仅 当 (a,b)E€ A。 
这 样 ,也 可 以 说 ,整数 加 群 Z 的 剩余 类 是 利用 子 群 A 来 划分 的 。 
下 面 把 这 一 工作 推广 到 一 般 情况 。 


1182 右 陪 集 


定义 11.28: 设 (G,。，) 是 一 个 群 , (有 H,* ) 是 (G,。 ) 的 一 个 子 群 ,aEG。 称 Ha= 
仇 ，alhE€ 电 ) 为 子 群 五 的 右 陪 集 。 
例 11.28; 设 G=Ss={(1),(12),(13);(23),(123),(132)},;HH={(1);(12)) ,显然 量 
是 Ss 的 子 群 。 有 
W201 = 
H.。(13) = {(13),(132)} 
HH 023) = (C23)sd123W 


H+:(12)= H。. (1) 
五 。(123) = H.。(23) 
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五 。(132) = H. (13) 
这 样 , 子 群 昌 把 整个 群 G 二 S, 分 成 及-(1)、H* (13)、H*(23) 这 3 个 不 同 的 右 陪 集 , 它 
们 刚好 是 G 的 一 个 划分 。 
下 面 研究 右 陪 集 与 等 价 类 之 间 的 关系 , 先 看 以 下 定理 。 
定理 11.20: 设 ( 互 ,. ) 是 群 (G,。) 的 一 个 子 群 ,在 G 上 定义 一 个 二 元 关系 一 ,对 于 任 
意 a,b6EG,a~b 当 且 仅 当 ae。pb 1E 王 , 则 一 是 G 上 的 等 价 关 系 , 且 [a ]~ = 二 H。a。 
证 明 : 先 证 明 一 是 G 上 的 等 价 关 系 。 
(1) 自 反 性 : 对 于 任意 的 <cEG, 因 为 五 是 G 的 一 个 子 群 ,所 以 由 定理 11. 18 知 ,e 一 
a*a 1€ 有 。 由 二 元 关系 一 的 定义 知 ea 一 a。 
(2) 对 称 性 : 对 于 任意 的 ae,OEG, 若 oa 一 0, 则 a .pbE 万 。 因 为 五 是 G 的 一 个 子 群 ， 
所 以 (ap 一 一 0。a IE 万 。 由 二 元 关系 一 的 定义 知 bg 一 a。 
(3) 对 于 任意 的 a,b,cEG, 车 a~b,b~c, 则 a*，0671EH,b6*c 1EHH。 因为 有 H 是 G 的 
一 个 子 群 ,所 以 (a 671)。，(6。，c1)==a。(b 1。b)。，c 1 二 a。c-1€E HH。 由 二 元 关系 ~~ 的 定 
义 知 a 一 c。 
综 上 ,一 是 G 上 的 一 个 等 价 关 系 。 利 用 这 个 等 价 关 系 , 可 以 得 到 G 的 一 个 划分 : 
G/~= {[aj-~ la€G} 


再 证 [a ~ 一 H。a。 

(1) 对 于 任意 的 xzE [La ]- ,由 等 价 类 的 定义 知 z~a。 根 据 一 的 定义 得 z "amE 互 , 即 
存在 hE€EHH, 使 得 +。，a-!==h。 于 是 z=h*a€H a, 所 以 [a ] SFH va。 

(2) 对 于 任意 的 xE 昌 ，a, 存 在 hE 日, 使 得 z==h*a, 所 以 zx，a-! 二 hE 昌 。 由 一 的 定 
义 得 zx~a, 根 据 等 价 类 的 定义 知 zELa ]~, 所 以 H*aScl[aj-~。 

综 上 所 述 ,[a ]~ 一 互 "a。 


例 11.29: 设 G=Z={0,1,2 ,3,4,5}, 由 前 可 知 (Ze ,四 ) 是 模 6 加 群 。 互 =10,2 ,4》 
是 G 的 子 群 。 根 据 右 陪 集 的 定义 知 
H@0= {0,2,4} 
H@1T= {1,3,5} 
H@2 = {0,2,4} 
H@3= {1,3,5} 
H@4= {10,2,4} 
H@5= {1,3,5} 
根据 等 价 关系 的 定义 有 
二 
C0 20 4 0 0 2 ,uty 
CTT I 
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相应 的 等 价 类 为 
==] = 
加 下 = 仿效 三 区 了 二 号 克 
于 是 ,有 以 下 结论 : 


GY = (0 
G/H={H@0,H@1} = {{0,2,4 
例 11.30: 若 (五 ,. ) 是 群 (G,，) 的 一 个 子 群 ,有 "a 和 互 "5b 是 两 个 右 陪 集 , 则 Ha 几 
Hb=LB 或 Ha=H.b。 
证 明 : 设 电 .a 站，6b 隆 如, 则 3]3xEH* a 有 是 xEH。*…b。 根 据 右 陪 集 的 定义 知 , 3 hh， 
hs EE 日 , 使 得 hh .a 二 x 二 h,，5b5。 因 为 ( 理 ,。 ) 是 群 (G,。) 的 一 个 子 群 ,所 以 a==hir! ，h。 
bb=hzl* hi* a 
对 于 Vy€E 晶 "a, 则 hE€E 昌 , 使 得 y==h a 二 hh。(hi'。，h,*，45)。 因 为 (H,…) 是 群 
(G，。，) 的 一 个 子 群 ,所 以 由 及 ,hs ,hi!1€E 昌 H 知 hh hi。hs€ 昌 ,于 是 y= 二 (hehil*hs)* bE 
Hb。 因此 ,HaSH 6b。 
同 理 可 证 ,H .bEH*a。 
故 ,H，a=H。，b。b。 


1183 左 陪 集 


定义 11.29: 设 (G,， ) 是 一 个 群 ,(H,* ) 是 (G,，) 的 一 个 子 群 ,aE€G。 称 a. H= 
{a "AAAE 万 ) 为 子 群 五 的 左 陪 集 。 
例 11.31: 设 G=Ss=={(1),(12),(13),(23),(123),(132)},H={(1),(12)}), 显 然 HH 
是 S; 的 子 群 。 有 
(Ds 
(13) 6 H = {C13).,(123)} 
23 WH = N20 2 


(12)。H=(1)°H 
(123)。 H = (13)° H 
(132) eH= (23)°H 
这 样 , 子 群 五 把 整个 群 G=S; 分 成 (1)* 有 H、(13)*H 和 (23)。H 这 3 个 不 同 的 左 陪 集 ， 
它们 刚好 也 是 G 的 一 个 划分 ,然而 这 和 由 右 陪 集 得 到 的 划分 并 不 相同 。 
定理 11.21: 设 ( 有 H,。 ) 是 群 (G,* ) 的 一 个 子 群 ,在 G 上 定义 一 个 二 元 关系 一 ,对 于 任 
意 a,bEG,a~b 当 且 仅 当 5 :1。aE 互 , 则 一 是 G 上 的 等 价 关 系 , 且 [a ]~ =a*H。 
证 明 过 程 类 似 于 定理 11. 20 的 证 明 。 
例 11.32: 设 (G,，) 是 一 个 群 ,( 互 ,， ) 是 (G,，) 的 一 个 子 群 ,定义 A 二 {rE€Glzx， HH= 
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五 "z} ,证 明 (A,… ) 是 (G,。 ) 的 一 个 子 群 。 

证 明 : (1) 因为 ( 瑟 ,， ) 是 群 (G,。) 的 子 群 ,e 为 么 元 ,所 以 e* 昌 = 及 e, 从 而 有 eE 
Az2D,B ASG., 

(2) 对 于 任意 的 a,5E A, 有 a* 昌 = 有 H*a,b* 日 == 有 Hb, 从 而 有 bY，(b-*H)*b 1 一 
b1。( 右 .6b)。b!, 进 一 步 有 日 .6 "1b"! 。H, 于 是 (a*b1)*。H=a*，(b "1. 万) 一 
a* (HH.61)=(a*H)*671 一 (H，a)*b 1 一 H.(a*，07!), 由 A 的 定义 知 a * prIEA。 

由 子 群 的 判定 定理 知 (A,。) 是 (G,。) 的 子 群 。 


1184 拉 格 朗 日 定理 


引 理 11.1: 设 (G,。 ) 是 一 个 群 ,( 互 ,。) 是 (G,。 ) 的 一 个 子 群 , 则 对 于 任意 的 a,pE 

G, 有 
Hea= Hb 当 且 仅 当 a*。H=6b soH 

证 明 : 先 证 必要 性 。 

车 及 a 二 Hb, 则 存在 加 ,hs€ 电 ,使 得 ，a 王 h,*5, 因 为 ( 甩 ,…) 是 (G,。) 的 一 个 
子 群 ,所 以 a。，6b-!1==hi!。h,EH。 从 而 有 65。，a-!= 二 (a。64-!1)-1€ HH, 于 是 3h' EH, 使 得 
bo。a ! 一 h' ,于 是 a-!=b"! 。h'。 

对 于 任意 a 。hE€a!'。 昌 ,其 中 hE€EH, 因 为 a !=01。 有 ,所 以 a 1 。h=(6 1 eh)。h= 
bl。(h'。h)Eb1。H。 因 此 ,a-!。HSb"!1。H。 

同 理 ,6Y *HGa™=H。 

故 ,a”!。H=b!。H。 

仿 必要 性 的 证 明 , 可 以 证 明 充 分 性 。 

一 个 子 群 的 左右 陪 集 有 一 个 共同 点 , 见 下 面 的 定理 。 

定理 11.22: 设 G 是 一 个 群 ,H 是 它 的 一 个 子 群 , 则 

[fa Hla€G}|= |{H.ala€G:}| 

证 明 : 令 S={a* Hla€G},S. 二 {H .ala€EG}。 作 9g: S, 一 Si1, 且 对 于 YH*a€S,， 
p(H*a)=a!* H。 

(1) 首先 证 明定 义 是 合理 的 。 由 于 映射 gq 是 在 商 集合 上 定义 的 ,要 证 明 映 射 gq 与 等 价 
类 的 代表 元 的 选取 无 关 。 

对 于 任意 的 及 "a,H.6bESi, 若 有 "a 二 Hb, 由 引 理 11.1 知 a !*H=6b 1:。 互 , 即 
9( 有 H，a) 二 pg(H，6b)。 因 此 yg 是 一 个 从 S, 到 Si 的 映射 ,定义 是 合理 的 。 

(2) og 是 满 射 : 对 于 任意 的 a. HE Si, 存 在 玉 . a-'€ 5S,, 使 得 

pg(Hea')=(a') .HH=a.H 

(3) p 是 单 射 : 对 于 任意 的 玉 "a, 有 H"5ESi, 若 pg(H*a) 一 pg(H*b), 则 a HH= 
b"'。H。 由 引 理 11.1 知 H.a=H.。b。 

由 (2)、(3) 知 ,p 是 双 射 。 
因此 ,|{a* Hla€G}|=|{H*ala€G}|. 
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定义 11.30: 一 个 群 G 的 一 个 子 群 HH 的 左 陪 集 ( 右 陪 集 ) 的 个 数 称 为 五 在 G 中 的 指数 ， 
记 为 [G:H]。 

因为 左 陪 集 和 右 陪 集 的 对 称 性 , 仅 对 左 陪 集 进行 讨论 ,结论 完全 适用 于 右 陪 集 。 

引 理 11. 2: 设 G 是 一 个 群 ,HH 是 G 的 一 个 子 群 , 则 对 于 任意 的 <cEG, 有 | 互 | = 
la. H|。 

证 明 : 令 g 是 电 到 a。… HH 的 映射 , 且 对 于 VYh€E 晶 ,有 gg(h) 一 a* hh。 显 然 ,gp 是 满 射 。 
对 于 任意 的 加 ,hs€E 昌 ,车 g(h) 二 glhs), 则 a:h 有 二 a*h,。 因 为 群 满足 左 消去 律 ,所 
以 和 二 h,。 因 此 ,gy 是 单 射 。 
因此 ,| 五 |=la .五 | 。 

定理 11. 23( 拉 格 朗 日 定理 ): 设 G 是 一 个 有 限 群 ,H 是 G 的 一 个 子 群 , 则 1G|=| 互 | 
[GH]; 

证 明 : 设 [G: 及 ] ==k,a ,az,…',ax 分 别 为 有 的 & 个 左 陪 集 的 代表 元 ,由 定理 11.21 知 


= 1 = (ar 


由 引 理 11. 2 知 
Icl=|Ua:H|= > 1a HI=4IHI=IHI. [6G:H] 


推论 11.1: 设 G 是 一 个 有 限 群 ,1G|==n, 则 对 于 任意 的 a€G, 有 ola)|n。 

证 明 : 令 旷 =(a), 则 矿 是 G 的 子 群 。 由 定理 11. 23 知 | 瓦 |12 ,又 因为 oCa) 王 | 互 | ,所 
WM ola) |n, 

例 11.33: 对 称 群 S; 二 {(1),(12),(13),(23),(123),(132)} 的 每 个 元 素 的 阶 分 别 是 


o((1))=1 

o((12))=2 
o((13))=2 
o(C(23)) 一 2 
o(C(123)) 一 3 
o(C(132)) 一 3 


它们 都 是 群 的 阶 |S; | 一 6 的 因子 。 

推论 11.2: 素数 阶 的 群 是 循环 群 。 

证 明 : 设 G 是 一 个 有 限 群 ,因为 |G|==n 是 一 个 素数 ,所 以 n 宇 2。 从 而 知 ,存在 a€EG, 使 
得 a 关 e, 即 ola) 取 1。 由 推论 11.1 知 ,ola)|n。 因 为 n 是 素数 ,上 且 ola) 隆 1, 所 以 o(a)= 二 n， 
因此 G=(a) , 即 G 是 一 个 循环 群 。 

例 11.34: 在 由 群 (G,。) 的 一 个 子 群 ( 互 ,。 ) 所 确定 的 左 陪 集中 只 有 一 个 左 陪 集 是 
子 群 。 

证 明 : 设 G 的 么 元 为 e, 因 为 e* 甩 = 吾 ,所 以 理 为 G 的 一 个 陪 集 ,显然 互 为 G 的 子 群 。 
若 有 另 一 个 陪 集 a， 有 H(a 关 e) 也 是 G 的 子 群 , 则 有 eEa* 昌 。 即 存在 hE 日 使 得 e 二 a hh， 
故 a= 有 1! 且 hh==a !。 又 因为 理 为 G 的 子 群 ,所 以 a=h EH。 
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(1) 对 于 Ya*xEa。* 昌 ,因为 Xx,h!1€E 晶 ,所 以 有 a x 二 hh!。，xEHH。 因 此 ,a，… 
HEH, 

(2) 对 于 VXEH,z=(a*a 1)。z=a* (a 1。zx)=a。(h。xz)。 又 因为 HH 为 群 ;所 
以 由 xz,hEH 知 z= 二 a*(h*，x)Ea* 日 。 因此 ,HCa*H。 

综 上 所 述 ,a， 互 = 瓦 。 即 只 有 一 个 陪 集 日 是 子 群 。 换 句 话 说 ,其 他 陪 集 都 不 是 群 。 

例 11.35: 设 G=S;={(D ,Ci2),(13), (23)，(123), (1327}, 吾 ={(1) (127) ,显然 瑟 
是 S; 的 子 群 。 有 


而 ”全 六 = = 
H+ (13)= H+ (0132) = C138)5(132)} 
H+ (23) = 再。 (123) = {(28)5(123)} 
dy* 革 = WI = = D(C 汪 医 ) 
(13)» H = (123) + H = {(13);(123)} 
(C30 HH = (1 HH = {23)5 (0182)} 


{( 
{( 
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在 例 11,35 中 ,G=Ss = {C1),(12), (13), (23),(123), (132)}, H={(1),(12)}, 
HH (13)=={(13),(132)},(13)。HH 二 {(13),(123)}, 显 然 , 子 群 H 的 左 陪 集 (13)。H 不 等 于 
右 陪 集 各 (13) ,但 (12)。H 等 于 HH*(12), 也 就 是 说 子 群 的 左右 陪 集 不 一 定 相 同 。 

本 节 介 绍 一 种 最 重要 的 子 群 。 


1191 正规 子 群 


定义 11.31: 设 G 是 一 个 群 ,HH 是 G 的 一 个 子 群 。 若 对 于 任意 一 个 wEG, 有 
aeH=H'"a 

即 a 关 于 五 的 左 陪 集 等 于 右 陪 集 , 则 称 互 是 G 的 正规 子 群 ,或 者 称 为 不 变 子 群 。 

对 于 任意 群 G,G 本 身 和 {e} 都 是 G 的 正规 子 群 。 例 11. 35 中 互 ={(1),(12)}) 不 是 5， 
的 正规 子 群 。 

例 11.36: 证 明 一 个 交换 群 G 的 每 一 个 子 群 电 都 是 G 的 正规 子 群 。 

证 明 : 对 于 VzEG。 因 为 G 为 交换 群 ,所 以 a* H={a* hlh€EH}=={h*alh€EH}== 
及， a。 由 正规 子 群 的 定义 知 , 瑟 是 G 的 正规 子 群 。 

定理 11.24: 若 (五 ,。) 是 群 (G:,。) 的 一 个 子 群 , 则 ( 互 .。) 是 群 (C,。) 的 正规 子 群 当 
且 仅 当 对 于 任意 的 a€G,h€EH, 有 a*h.a1€H。 

证 明 : 必要 性 : 设 互 是 G 的 正规 子 群 , 则 对 于 任意 的 a€EG, 有 a 日朝 "a。 对 于 
VYhEH,a.* hEa* 晶 =H，a, 则 存在 h EH, 使 得 a 有 =h，a。 于 是 ,a*h .a ! 二 
FeV 
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充分 性 ; 对 于 Va， hEa， 五, 根据 陪 集 的 定义 知 ,aeEG,E 互 。 根 据 已 知 条 件 , 由 <EG， 
hEHH 知 ,a* ha !'€ 肪 , 即 存 在 h' EH, 使 得 a*h "a 一 h'。 于 是 a*h=h .a€EH*a，, 
所 以 a。*。 HEH a。 

对 于 Vh。，aE€ 甩 .a, 根 据 陪 集 的 定义 知 a€G,h€ 右 。 因 为 (HH,* ) 是 群 (G,，) 的 一 个 
子 群 ,所 以 由 hE€ 互 得 a 'EG,h 'E 有。 根据 已 知 条 件 ,由 a EG ?EH 知 a Yh? ， 
(a 1)-1EH, 即 存在 hEH, 使 得 a ha) 二 用, 即 a 1，h!1，a 才 。 于 是 a 。 
ha=(aTl eh 1。a)71==h 1, 所 以 h*a=a*。h 1Ea。H。 因此 HaCSa。H。 

综 上 所 述 ,a， 甩 = 有 "a。 故 HH 是 G 的 正规 子 群 。 

例 11.37: 设 CG 和 Gs 是 两 个 群 ,e 和 es 分 别 是 Gt 和 Gs 的 乏 元 ,p 是 G1 和 Gs 的 群 同 
态 映 射 , 则 Kerp={zEG1p(z) 一 ez} 是 Gi 的 正规 子 群 。 

证 明 : 由 11. 3 节 的 定理 11.6 知 ,p(e1) 二 es, 所 以 e1 EKerg 陶 儿 。 

对 于 任意 的 a,5E Kerg, 则 有 g(a) 二 g(5) 二 ez。 由 11.3 节 的 定理 11.6 知 

p01) = (CP(O) 一 = = 
因为 是 G, 和 Gs 的 群 同 态 映 射 ,所 以 
PCa。 芝 4 王 PCa)。 p07 ) 一 ez。ez 一 ez 
从 而 有 a* 0 EKerp。 
由 子 群 的 判定 定理 知 ,Kerp 是 Gi 的 子 群 。 
对 于 任意 的 a€ Kerg,g€G1， 
plgag)=pg) pa) pg ) = pg) es plg!) 
=9p(g)* gl(g 1) = 9(g)* (gp(g))™ = es 


即 g*a.g '€EKery, 
所 以 由 定理 11. 24 知 Kerp 是 Gi 的 正规 子 群 。 


1192 商 群 


正规 子 群 之 所 以 重要 ,是 因为 这 种 子 群 的 陪 集 对 于 某 种 与 原来 的 群 有 密切 关系 的 代数 
运算 来 说 也 构成 一 个 群 。 

下 面 考 察 整 数 加 法 群 (Z,+), 设 A={ziiIAEZ},A 是 Z 的 一 个 子 群 。 由 于 Z 是 交换 
群 ,A 是 Z 的 一 个 正规 子 群 。A 的 左 陪 集 全 体 是 

{m+AlmEZ}={0 二 A,l 十 A,2 十 A,…,(n 一 1) 十 A} 
在 {m 十 Alm€E2Z} 上 定义 运算 办 如 下 : 
G+A)@BG+A) = (+j)+A4 
现 对 比 一 下 模 n 的 整数 加 群 Z,=10 ,1 ,…,n 一 1)。 
显然 ,二 {i 十 nk1hEZ), 而 i 十 A={i 二 nh1hEZ), 故 


i+A=i (0<i<n—l) 
Z, 上 的 加 法 运算 为 
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一 站 二 涛 二 天 委 元 一 
全 一 车; 十 7 之 m 

容易 看 出 ,ij 二 (i 十 门 十 A 二 {i 十 j 十 nh1hEZ) ,也 就 是 说 ,A 的 左 陪 集 按 定义 的 代数 
运算 来 说 构成 一 个 群 ,就 是 模 的 整数 加 群 。 

下 面 把 一 个 任意 的 正规 子 群 的 左 陪 集 (也 可 以 是 右 陪 集 ) 作 成 一 个 群 。 

设 G 是 一 个 群 ,有 是 G 的 正规 子 群 ,用 G/H 来 表示 H 的 左 陪 集 的 集合 , 即 

G/H= {aHlaE€G} 

这 里 记 a*， H=aH。 

在 G/ 有 H 上 定义 代数 运算 昌 如 下 : 对 于 任意 的 aH.,b5HEG/ 昌 ,有 

(aH)© WH) = (ab)})H 

由 于 这 是 在 等 价 类 上 定义 一 个 运算 ,所 以 首先 要 证 明 运 算 定 义 是 合理 的 , 即 要 证 明 该 
定义 与 代表 元 的 选取 无 关 。 

设 aH=cH,bH==dH, 则 存在 有 ,hs€ 晶 ,使 得 a 二 chi ,6 二 dh,。 于 是 ,ab==(ch)(dh,) 
二 cl(Jd)h;。 由 于 是 正规 子 群 ,所 以 由 hd€ Hd 二 dH 知 ,存在 hi€ 昌 ,使 得 hid= 
dhi EdH。 于 是 

ab = c(hd)hs = cdh’)hs = (cd) (hihz) ,cd = (ab) hihz)! 
所 以 对 于 任意 的 AE 五 ,有 
(abDh = (cd) hihsh) E (cdYH, (ead)h = Cab) Rh) hh) E (Cab)H 

故 ,(ab)HE(cd)H, 且 (cd)HE(ab)H.。 
入 此 ,(ab) 电 = 二 (cd) 昌 , 即 昌 运算 是 合理 的 。 

定理 11.25: 设 G 是 一 个 群 ,H 是 G 的 正规 子 群 ,G/ 昌 = {aHla€G), 对 于 任意 的 a， 
bHEG/H,(aH)©(bH)==(ab)HH. 则 (G/ 理 , 昌 ) 是 一 个 群 。 该 群 称 为 G 的 商 群 。 

证 明 : 由 定义 知 ,是 封闭 的 。 

对 于 任意 的 aH,bH,cHEG/H. 有 

(aH ObH)OcH = (abH)OcH = ((abY)H = (abe)H 
aH©O(LHOH) = aHOLH) = (a(be))H = (abc)H 

所 以 (aHObH)©cH=aH©O (5HOcH), 即 人 是 可 结合 的 。 

对 于 任意 的 aHEG/H, 有 eH@OaH=(ea)H==aH,aH@eH=(ae)H==aH。 所 以 ， 
eHEG/H 是 么 元 。 

对 于 任意 的 aHEG/ 理 ,存在 a-'HEG/H 为 其 逆 元 。 这 是 因为 

aHOa'H= (aa')H = eH, a HOaH = (aa)H = eH 

综 上 所 述 ,(G/ 互 ,@O) 是 一 个 群 。 

由 定理 11. 26 与 定理 11. 27 可 以 知道 ,一 个 群 和 它 的 每 一 个 商 群 满 同 态 。 抽 象 地 看 ， 
G 只 能 和 它 的 商 群 满 同 态 。 

定理 11. 26: 一 个 群 G 和 它 的 每 一 个 商 群 G/H 满 同 态 。 

证 明 : 作 映 射 pg: GG/ 昌 ,上 且 对 于 Va€G,g(a)=aH。 


离散 数学 


由 9 的 定义 可 以 看 出 ,p 是 满 射 。 

对 于 任意 的 a,bEG,g(ab) 二 (ab)H, 且 pg(a) Og(0)=aHObH= (ab)H。 于 是 P(ab) 一 
(a)g(b), 即 g 是 满 同 态 。 

定理 11.27: 设 G 和 G 是 两 个 群 ,G 与 G 满 同 态 , 且 p: GG 是 群 的 满 同 态 映 射 , 则 商 
群 G/Kerg 与 G 同 构 。 

证 明 : 商 群 G/Kerg 二 {aKer gla€EG), 构 造 映 射 f: G/Kerp 一 G, 且 对 于 ecKerpE 
G/Kerg,f(aKeryg)=9(a), 

(1) 首先 证 明 f 是 一 个 映射 , 即 f 的 定义 是 合理 的 ,与 左 陪 集 的 代表 元 选取 无 关 。 

对 于 任意 的 aKerg,bKergEG/Kerg, 若 aKerg 一 bKerg, 则 存在 h,hs€ Kerg, 使 得 
ahi 二 bh。 于 是 5 'a 一 hshi1E€E Kerg, 即 有 yp(b ia) 一 (其 中 e 为 G 的 么 元 )。 所 以 

ga) = gb ) ga) = (gD g(a) =e 
所 以 ,pl(a) 二 pg(6), 即 f(aKeryg)= f(bKery), 

故 ,f 的 定义 是 合理 的 。 

(2) j 为 满 射 : 对 于 任意 的 wEC, 因 为 9 是 满 射 ,所 以 存在 <cEG,a 二 g(a), 于 是 存在 
aKerpEG/Kerp, 使 得 F(aKerp) 一 p(a) 一 04。 

(3) 单 射 : 对 于 任意 的 aKergp.,bKergEG/Kerg, 若 f(aKerg) 二 f(aKery), 则 p(Ca) 一 
9(0), 即 有 (Pp(O)) -1p(a) 一 < ,于 是 gp(b 1)g(a) 二 6 。 因 为 pg: GG 是 群 的 满 同 态 映射 ,所 
以 PCO a) 二 pg(b 1)p(a)==e ,从 而 有 0 Ya€ Keryg。 

对 于 任意 的 ahnEaKerg, 有 ah=(bb ')ah 二 b(b 1ah)EbKerg, 于 是 aKerygSbKerg。 

同 理 可 以 证 得 bKerpgCaKerg。 

因此 ,aKerp 一 ZKerp。 

(4) 同 态 性 : 对 于 任意 的 aKerg,bKerg€EG/Kerqg, 有 

flaKerpgObRKeryg) =/((ab)Kery) = g(ab) = g(a)g(b) 
=f(aKerg)f(bRKery) 
即 f 是 同 态 映 射 。 
综 上 所 述 , 是 群 同 构 映 射 , 即 商 群 G/Kerg 与 G 是 两 个 同 构 的 群 。 


11.10 环 和 域 


本 节 要 介绍 另外 两 个 重要 的 代数 系统 ,就 是 环 和 域 。 

在 11.3 节 介绍 了 加 法 群 这 一 概念 。 一 个 代数 运算 用 什么 符号 来 表示 是 没有 关系 的 。 
为 了 方便 起 见 ,在 群 论 中 一 般 用 *。” 即 乘法 来 表示 群 中 的 代数 运算 , 它 可 以 是 交换 的 ,也 可 
以 是 不 交换 的 。 通 常用 “十 ” 即 加 法 来 表示 一 个 交换 群 的 代数 运算 , 称 这 样 的 群 为 加 法 群 (加 
群 )。 

由 于 用 “十 ”来 表示 代数 运算 ,许多 计算 规则 的 形式 当然 也 跟着 改变 。 首 先 简单 地 说 明 
加 群 的 符号 和 计算 规则 。 
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在 加 群 中 ,用 0 表示 么 元 ,把 它 读 做 零 。 对 于 加 群 中 的 任意 元 素 a, 它 的 唯一 道 元 用 一 a 
来 表示 , 读 做 负 <。 元 素 a 十 (一 六 可 以 简写 成 < 一 5, 读 成 w 减 4。 由 这 些 规 定 以 及 交换 群 的 
性 质 , 有 以 下 计算 规则 : 


0 十 a 王 a 十 0 


4 十 4a 王 4 十 (一 a) 一 4 一 4 一 0 


一 (一 4a) 一 4 

一 十 杷 一 一 站 一 后 

一 (a 一 0) 一 一 4 十 0 
当 半 是 正 整数 时 : 


na 
(—na) 一 一 CQ) 
0a 一 0 
注意 ,这 里 第 一 个 0 是 整数 0, 第 二 个 0 是 加 和 群 的 零 元 ( 即 加 群 么 元 ) 。 
对 于 任意 整数 m,nEZ 和 加 群 的 任意 元 素 a 和 2 来 说 ,都 有 
matna = (mtn)a 


m(na) = (mn)a 


nl(at+b) =nat+nb 
11101 环 . 子 环 与 理想 


下 面 给 出 环 的 定义 。 
定义 11.32: 设 (A, 十 ,。) 是 一 个 代数 系统 ,A 是 一 个 非 空 集 ,“ 十 ”和 “。” 是 A 上 的 两 
个 二 元 运算 ,如 果 
(1) (4 ,十 ) 是 一 个 交换 群 。 
(2) (4A,。) 是 一 个 半 群 。 
(3) 对 于 任意 的 a,b,cEA, 有 
a(b++ce) =abtac 
(b+oa= batbe 
则 称 (A, 十 ,，) 是 一 个 环 。 其 中 条 件 (3) 称 为 乘法 对 加 法 的 分 配 律 。 
显然 ,(Z, 十 ,。) 是 一 个 环 , 称 之 为 整数 环 。 
设 (4A, 十 ,，) 是 一 个 环 , 上 面 介 绍 的 加 群 的 计算 规则 在 环 A 中 是 适用 的 。 下 面 还 有 一 
些 重要 的 计算 规则 : 
对 于 任意 的 a,b,cEA, 有 (a 一 PD)c==ac 一 bc,c(a 一 b) 二 ca 一 cb。 
对 于 任意 的 <cEA, 有 0a=a0=0, 其 中 最 后 一 个 0 是 A 的 零 元 。 
对 于 任意 的 a,5EA, 有 (一 a)b ab,(—a)(—b)=ab,。 
对 于 任意 的 a.5E€ A 和 任意 的 整数 nn ,有 (na)b 王 a(nb)。 
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定义 11.33: 设 (A, 十 ,* ) 是 一 个 环 ,T 是 A 的 非 空子 集 。 若 工 关于 “十 ”和 “*。 ”运算 
也 构成 环 , 则 称 (T, 十 ,。) 为 (A, 十 ,。) 的 子 环 。 

定义 11.34: 设 (T, 十 ,，) 为 (4A, 十 ,，) 的 子 环 。 若 对 于 工 中 的 任何 一 个 元 素 : 和 A 
中 的 任何 一 个 元 素 a, 有 a .ziET 和 zaET, 则 称 (T, 十 ,。) 为 (A, 十 ,。) 的 理想 。 


11.102 交换 环 和 整 环 


定义 11.35: 设 (A, 十 ,* ) 是 一 个 环 。 

(1) 车 对 于 任意 的 a,5EA, 有 a 5 二 ba, 则 称 A 是 一 个 交换 环 。 

(2) 车 A 是 一 个 有 限 集 , 则 称 A 是 一 个 有 限 环 。 

(3) 车 存在 eE A, 对 于 任意 的 a€E A, 有 e* a 二 a，e 二 a, 则 称 e 是 环 A 的 单位 元 , 称 A 
为 有 单位 元 的 环 。 往 往 用 1 表示 单位 元 。 

例 11.38: A 二 {a 十 bYV2|a,bEZ},A 关于 数 的 加 法 和 乘法 构成 一 个 环 (A, 十 ,* ), 且 A 
是 有 单位 元 的 交换 环 。 


例 11.39: Z, 一 {0 ,1 ,2,…,n 一 1) ,对 于 任意 的 贡 ,7 EZ, 有 
元 四 二 m++t, 车 十 :二 nn 
m 十 t 一 n， 若 mm 十 t: 宇 nn 

元 OT 二 mt 被 n 除 的 余数 


则 (Z, ,外 ,器 ) 是 一 个 环 , 叫 模 nn 的 整数 环 。 

定义 11.36: 设 (A, 十 ,， ) 是 一 个 环 ,a.bEA, 车 a 关 0,6 隆 0, 但 a* b==0, 则 称 a 是 环 A 
的 一 个 非 零 的 左 零 因子 ,是 环 A 的 一 个 非 零 的 右 零 因 子 。 既 是 非 零 的 左 零 因子 又 是 非 零 
的 右 零 因子 , 称 为 非 零 的 零 因子 。 

在 (Zi ,四 ,@) 中 ,2 ,3 Es,2 取 0,3 关 0, 但 2©3==0 ,所 以 ,2 ,3 是 Z 中 的 非 零 的 零 因子 。 

定义 11.37: 设 (A,. 十 ,。) 是 一 个 环 , 若 A 是 一 个 有 单位 元 但 没有 非 零 的 零 因子 的 交换 
环 , 则 称 A 是 一 个 整 环 。 

在 例 11.38 中 ,({ae 十 5V2 | a,OEZ)} ,十 ,。) 是 一 个 整 环 。 


11.103 除 环 和 域 


定义 11.38: 设 (A, 十 ,* ) 是 一 个 环 ,1€ A 是 单位 元 ,aEA。 

(1) 车 存在 65EA. 使 a*… 5 二 1. 则 称 5 是 a 的 右 逆 元 。 

(2) 车 存在 cEA, 使 c* a 二 1, 则 称 c 是 a 的 左 逆 元 。 

(3) 车 5 既是 a 的 右 道 元 又 是 a 的 左 道 元 , 则 称 5 是 a 的 逆 元 ,并 表示 为 。 

定义 11.39: 设 (A, 十 ,.) 是 一 个 有 单位 元 的 环 , 若 每 一 个 非 零 元 都 有 逆 元 , 则 称 (A， 
十 ,*， ) 是 一 个 除 环 。 一 个 可 换 的 除 环 是 一 个 域 。 

有 理 数 集 Q 和 Q 按 数 的 加 法 和 乘法 构成 有 理 数 域 ,实数 集 R 按 数 的 加 法 和 乘法 构成 实 
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数 域 ,复数 集 C 按 复数 的 加 法 和 乘法 构成 复数 域 。(Zs ,中 ,@) 不 是 域 。 


例 11.40: Zs 二 {0 ,1 ,2 ,3 ,4}, (Zs ,名 ,日 ) 是 一 个 域 。 
显然 ,(Z;, 田 ,日 ) 是 一 个 有 单位 元 1 的 可 换 环 ,又 


171=1 
2 一 3 
3 一 2 
于 过 


即 每 一 个 非 零 元 都 有 北 元 , 故 (Z; ,四 ,@) 是 一 个 域 ,而 且 是 一 个 有 限 域 。 


11.11 典型 例题 


例 11.41: 设 S 是 任意 的 一 个 非 空 集合 ,(G, 十 ) 是 一 个 加 群 。 令 
A=1{(Gs | S 一 G) 
对 A 规定 运算 : Y fr,gEA4A,YVzES,(F+g)(z)=F(z) 十 g(z)。 证 明 (A, 十 ) 也 是 一 个 加 
群 (加 群 为 交换 群 ) 。 

证 明 : 

(1) 闭 运 算 : 对 于 VYf,g€EA, 且 YrzES。 因为 1 和 g 为 S 到 G 的 映射 ,所 以 存在 唯一 的 
f(z) ,g(x)EG; 又 因为 (G, 十 ) 是 一 个 加 群 ,所 以 存在 唯一 的 (f 十 g) (zx) 二 f(z) 十 g(x)EG。 因 
此 ,f 十 gEA。 

(2) 结合 律 : 对 于 Vf,g,hEA 且 VzxES, 有 

(f+(g+h))(z) = f(r)+ (gt+h)(z) = f(r)+ (g(rz)+h(zr)) 
((f+g)+h)(z) = (f+g)(z)+h(z) = (f(z)+ g(r)) +h(z) 
因为 (G, 十 ) 是 一 个 加 群 ,所 以 f(z) 十 (g(z) 十 h(z))= 二 (f(z) 十 g(x)) 十 h(xz), 从 而 有 
(f(g 十 h))(z)==((f 十 g) 十 h)(z)。 由 函数 相等 的 定义 知 f 十 (g 十 hn) 二 (ff 十 g) 十 hh。 
(3) 么 元 为 f., 其 中 f.: SG, 且 对 于 VzES,f.(z)==ese 为 (G, 十 ) 的 么 元 。 
因为 对 于 VfEA 且 VzxzES, 有 (f 十 f.) (x)= 二 f(z) 十 f(x) 二 f(x) 十 e 二 了 f(z), 根据 函 
数 相 等 的 定义 知 f 十 f. 二 f。 同 理 可 证 f. 十 /二 f。 

(4) 逆 元 : 对 于 VfEA 且 YzxzE€ES, 有 f(z)EG。 因 为 (G, 十 ) 是 一 个 加 群 ,所 以 
(f(z)) 1EG。 从 而 存在 gE€A, 使 得 对 于 YrES, 有 g(rz) 二 (f(z)) !',g 为 f 的 逆 元 。 因 
为 (G, 十 ) 是 一 个 加 群 ,所 以 对 于 VzxES, 有 (ff 十 g)(z)=f(z) 二 g(x)=f(z) 二 (f(z))7! 

e 三 f.(z)。 由 函数 相等 的 定义 得 f 十 g 二 f.。 同 理 ,g 十 /== 了.。 

(5) 交换 律 : 对 于 Vf,gEA, 且 VzxES, 有 f(x),g(x)EG。 因 为 (G, 十 ) 是 一 个 加 群 ,所 

以 f(z) 二 g(x) 二 g(z) 十 f(z)。 于 是 (f 十 g)(zx)= 二 f(x) 二 g(x)= 二 g(xz) 十 f(x) 二 (g 十 有 )(z), 由 
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函数 相等 定义 得 {十 g 二 g 十 f。 

综 上 所 述 ,(A, 十 ) 也 是 一 个 加 群 。 

例 11.42: 设 (G, * ) 是 一 个 群 ,a€EG,f 是 G 到 G 的 映射 VYzEG,FCz) 一 ax 工 xa-1。 
试 证 明了 是 G 到 G 的 自 同 构 映射 。 

证 明 : 

(1) 单 射 : 对 于 Vx,yEG, 若 f(z)==f(y), 则 axzxxa ! 二 a x* yxa !。 因 为 (G,* ) 是 
一 个 群 ,有 旦 群 满足 左 消去 律 ,所 以 x 二 y。 

(2) 满 射 : 对 于 YyEG, 因 为 (G,* ) 是 一 个 群 ,所 以 由 acEG 知 ,ae EG。 于 是 3x= 
a xyxaeG, 使 得 F(z) 一 ax(a lxyxa)xa 1 一 (Qxa !)x*yx(axa 1) 一 xyxe 一 y。 

(3) 同 态 性 : 对 于 Vz,yEG, 因 为 (G,* ) 是 一 个 群 ,所 以 

f(y) =a(ry) ra! = (arsal)(ay*a) = f(x)* f(y) 

综 上 所 述 ,f 是 G 到 G 的 自 同 构 映射 。 

例 11.43: 若 (G,* ) 是 一 个 有 限 群 , 则 阶 大 于 2 的 元 素 个 数 一 定 是 偶数 。 

证 明 : 若 存 在 一 个 元 素 a€EG,o(a)= 二 =n 二 2, 则 a"==e, 且 a 关 a”!。 于 是 


al)" = (a)"xe= (a)" a = (a la lea) (axax*#*a)=e 


车 a 的 阶 为 , 则 (a-1)"==e 且 m 三 n。 同 理 可 得 a"= 二 e。 因 为 o(a)==n, 所 以 n 硅 m。 
所 以 n= 二 m。 即 元 素 a 与 它 的 逆 元 “一 的 阶 相同 。 因 此 阶 大 于 2 的 元 素 与 它 的 逆 元 是 成 对 
出 现 的 ,因此 阶 大 于 2 的 元 素 个 数 一 定 是 偶数 。 

例 11.44: 设 上 和 8g 都 是 群 (A,，) 到 群 (B,。) 的 同 态 映射 ,C= 二 {rz | zEA, 且 7Cz) 一 
g(Czr))。 证 明 (C,。) 是 (A,。) 的 一 个 子 群 。 

证 明 : 

(1) 设 ei 为 群 (A,。) 的 么 元 ,es 是 群 (B,。) 的 乏 元 ,因为 /和 g 是 (A,，。) 到 和 群 (B,。) 
的 同 态 映 射 , 所 以 f(e1)==es,g(e1) 二 ez ,从 而 有 f(ei) 二 g(e1), 因 此 e1 EC 天 名。 由 C 的 定 
义 知 CSA。 

(2) 对 于 Va,bEC, 有 f(a)==g(a),f(6)=g(b)。 因 为 (A,…) 为 群 , 所 以 由 bE CSA 
知 5-'EA。 因 为 1 和 g 是 群 (A,，) 到 群 (B,*) 的 同 态 映射 ,所 以 由 f(e1) 二 glei) 得 

flea) ==.6)= f° f(60) = ge) = g0 60) = g(b) ° gb!) 

为 (B,*) 是 群 , 且 群 满足 左 消去 律 ,所 以 由 f(5)= 二 g(b) 得 f(0 1')= 二 g(5 1 )。 于 是 
ja 本 ae FO Y= gla) og 一 Ben 
yavb "EC, 
故 (C,。) 是 (4A,。) 的 一 个 子 群 。 
例 11.45: 证 明 循环 群 (G,* ) 的 同 态 像 必 为 循环 群 。 
证 明 : 设 循环 群 (G,。) 的 生成 元 为 a,f 为 同 态 映 射 , 同 态 像 为 (f(A),， )。 于 是 ,对 
于 任意 的 a" ,arEA, 有 f(a"*。a")==f(a™"). f(a")。 
先 证 f(a”) 二 (f(a))", 采 用 数学 归纳 法 证 明 。 
当 n==1 时 ,显然 有 f(a) 二 f(a)。 
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假设 n=k 时 命题 成 立 , 即 f(a*) 二 (f(a))*。 

当 n=k 十 1 时 ,有 

= 

即 f(A) 中 的 每 个 元 素 均 可 用 Fa) 的 宕 指数 来 表示 ,所 以 (7FCA),。) 是 由 f(a) 生 成 的 循环 
群 。 由 数学 归纳 法 知 ,命题 成 立 。 

例 11.46: 设 (G,。) 是 阶 为 6 的 群 ,证 明 它 至 多 只 有 一 个 阶 为 3 的 子 群 。 

证 明 : 

(1) 证明 G 中 有 一 个 3 阶 子 群 。 

在 G 中 除 e 外 ,其 他 元 素 的 阶 不 可 能 全 为 2, 否则 G 为 交换 群 。 因 为 对 于 VzEG,z 一 
e, 所 以 z=z :1。 于 是 ,对 于 Ya',EG, 有 (ae .0 一 (ae。0) -一 0 。a 1 二 b，a。 从 而 知 ,对 
于 任 取 的 两 个 非 么 元 元 素 a,b5EG,{e,a,b,a*b)} 是 G 的 子 群 ,其 阶 数 为 4, 而 4 不 能 整除 6， 
出 现 矛 盾 。 于 是 ,存在 一 个 元 素 gE€G, 使 得 g 隆 e, 且 g* g 隆 e, 从 而 g 的 周期 为 3 和 6。 若 8 
的 周期 为 3, 则 (sg) 为 3 阶 子 群 ; 若 g 的 周期 为 6, 则 (8 ) 为 3 阶 子 群 , 即 G 有 一 个 3 阶 子 群 。 

(2) 证 明 G 中 只 有 一 个 3 阶 子 群 。 

若 G 中 存在 两 个 3 阶 子 群 互 和 开 , 可 以 证 明 五 站 K 也 是 瓦 和 天 的 子 群 ,从 而 知 HNK 
的 阶 只 可 能 是 1 和 3。 

若 互 门 K 的 阶 为 3, 则 五 = 开 ; 若 五 站 K 的 阶 为 1, 即 HNK={e}), 于 是 


[HK|=1# Il IK|=3x3=9>6=|G| 


其 中 ， 
H.K={a.blaE€ H,b€E K}= Ya KEG 
显然 矛盾 。 所 以 它 至 多 只 有 一 个 阶 为 3 的 子 群 。 
例 11.47: 设 (G1,，，) 和 (Gs,*) 是 两 个 群 。 令 G 二 G1 XGs,“x* ”是 G 上 的 二 元 运算 ,是 
对 于 V (a,6b),(c,d)EG 有 
(asb) ¥ (cyd) 一 (ac sc) 
证 明 : 
(1) 按 以 上 定义 ,(G, * ) 是 一 个 群 。 
(2) 若 G 二 {(g1,es)|lg1€EGi,es 是 Gs 的 么 元 ), 则 G 是 G 的 正规 子 群 。 
证 明 : 
(1) 闭 运 算 : 对 于 V(a,b),(c,d)EG, 则 acEG,o,dEG 。 因 为 (Gi,。) 和 (G:,*) 是 
两 个 群 ,所 以 ea. cEG ,bdEG:。 于 是 (ab) * (c,d) 二 (a* cbed)EG XG:=G,。 
结合 律 : 对 于 Y(a,b),(Cc:d),(e,PEG, 因 为 (Gi,。) 和 (Gz，") 是 两 个 群 , 所 以 
((a,b) * (cd))* (e,f)=(ae cb d)x(e,f) 
=((aec) eb d) ef) 
一 (CQ (cee),b° (de f)) 
=(a,b)*(cee,d°f) 
=(a,b) x* ((c.d) * (e,f)) 
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么 元 : 设 e 和 ez 分 别 为 G 和 Gs 的 乏 元 , 则 (el ,es) 是 G 的 么 元 。 

对 于 VY (a,6)EG, 由 于 (G1 ,*) 和 (G:,*) 是 两 个 群 ,所 以 (a,6b) * (eyez) 一 (ae。elpoez) 一 
(a,6)。 同 理 ,(e ,es) * (a,b)= (a,b)。 

道 元 : 对 于 V (a,6)EG, 有 aEG1.0E Gs。 因 为 (G1,*) 和 (Gs,*) 是 两 个 群 ,所 以 存在 
a1EG1,61EGs。(a-1,6-1)EG 是 (a,65) 的 道 元 。 因 为 (a,6) * (a-1,01) 一 (ao。a-， 
0°6071) 二 (ei ,ez)。 同 理 (a 1 ,01) x (a,b)==(e,es)。 

综 上 所 述 ,(G, * ) 是 一 个 群 。 

(2) 因为 (G,。) 和 (G: ,") 是 两 个 群 , 且 e 和 es 分 别 为 G 和 Gs 的 么 元 ,所 以 由 Gi 的 
定义 知 (ei ,ez) EG , 且 G1SG。 

对 于 V (gi,es),(g2,e2)EG1SG, 由 Gi 的 定义 知 gy ,gs€EG1,e:E€G, 是 Gs 的 么 元 。 因 
为 (G,* ) 是 群 ,上 且 (gs ,es)EG, 所 以 (gs ,es) 1! 二 (g215e21) 二 (gz215es)。 于 是 

(B60) % (B90s) —(p 0 (871'76) 一 《Eee 


=(g1* gz! ,es) 
又 因为 (Gi,，， ) 是 群 ,所 以 gi* gz EGi。 由 Gi 的 定义 知 (gi ,ez)* (gs,ez) 'EG1。 故 ,Gi 
是 G 的 子 群 。 
对 于 V(a,OEG,(g,e)EG ,有 agEG ,0eeEGs 且 es 是 Gs 的 么 元 ,从 而 有 
(asb) # (Bez) * (ab) =(ab) * (ges) * (a 0) 
=((aeg*a!l,b°e:° 0) 

因为 (G1 ,，) 和 (Gs,。) 是 两 个 群 ,所 以 jg 二 a*，g，a 1€G,b°es°b 1 二 5°607 1 二 e,。 于 是 ， 
(asb) x* (ges) ¥ (ab) l=(gie2) EO。 

综 上 所 述 ,Gi 是 G 的 正规 子 群 。 

例 11.48: 已 知 (Fi ,，),(H,，) 是 群 (G,，) 的 子 群 。 若 Hi UH 二 G, 则 HiSH; 或 
H;SH, 

证 明 : 车 有 H 先 Hi, 则 3xE Hi 但 zx$H,。 对 于 VyE€H,, 因 为 (Hi,*…),(H,,* ) 是 群 
(G，。) 的 子 群 , 所 以 xz,yEG= Hi UH;, 于 是 xz,y€E Hi 或 xz,y€E H;。 若 rz,yE€ 万 ,因为 
(HH ，，。) 是 群 (G,。) 的 子 群 ,所 以 zx。y'1EHs,; 由 yEH; 知 z=(zx*y!1)。yEH,。 与 x 
儿 H; 艺 盾 。 从 而 有 zz,yE Hi ,因为 (Hi,*) 是 群 (G,*，) 的 子 群 ,所 以 yx EH。 由 zz 
EH 知 y=(y*。zx 1)。ZzEDH。 因 此 万 :三 万 。 

故 ,H1SH; 或 HHi。 


习题 


11.1 设 A={1,2,…,10} ,下面 定义 的 二 元 运算 “x* ”关于 集合 A 是 否 封闭 ? 是 否 是 
可 结合 的 ? 

(1) zx* y 一 max(zyy}。 

(2) zxy= 工 与 y 的 最 小 公 倍 数 。 
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(3) zx y 一 工 与 y 的 最 大 公约 数 。 
(4) Ty=x—y。 
1.2 N 是 自然 数 集 。 定义 N 上 的 运算 “*”: Va,bEN,arb 二 n 十 2m。“。” 是 否 是 N 上 
的 可 结合 的 二 元 运算 ? 证 明 或 举 反 例 说 明 你 的 结论 。 
1.3 A={a,b,c), 在 A 上 定义 一 个 二 元 运算 : Ya,bEN,aeb 一 a。 给 出 A 关于 运 
算 * 的 乘法 表 , 并 证 明 (A,") 是 半 群 。 
1.4 N 是 自然 数 集 , 在 N 上 定义 一 个 二 元 运算 “。”: Va,bEN,a*b 二 as。(N,*) 是 否 
群 ? 是 否 有 左 么 元 、 右 么 元 或 么 元 ? 
1.5 N 是 自然 数 集 , 在 N 上 定义 一 个 二 元 运算 “。”: Va,pEN,a"0 一 a 十 0 十 5。(N,") 是 
否 是 半 群 ? 若是 ,证 明之 ; 若 不 是 ,举例 说 明 。 
1.6 N 是 自然 数 集 。 在 N 上 定义 一 个 二 元 运算 “。”: Ya,bEN,asb 二 a 十 b 十 ab。 证 
明 (N,") 是 一 个 含 么 半 群 。 
1.7 A={z€RI0<zr<1}),R 是 实数 集 。 在 A 上 定义 一 个 二 元 运算 “。”:， Ya,b€A， 
as0 一 4 十 0 一 6。 证 明 ， 

(1) (4,") 是 一 个 含 么 半 群 。 

(2) 说 出 (A,*) 不 是 群 的 理由 。 

11.8 设 (A,。) 是 半 群 ,a 是 A 中 的 一 个 元 素 。 对 A 中 每 一 个 z,A 中 存在 满足 下 述 条 
件 的 zx 和 vw: kl 证 明 A 中 存在 么 元 。 

11.9 设 (S$,") 是 一 个 半 群 , 若 Yz,yES, 由 a*z=a*y 可 得 zx 一 y, 则 称 元 素 aE S 为 左 
可 约 元 。 证 明 : 车 a,bES 均 是 左 可 约 元 , 则 ab 也 是 左 可 约 元 。 

11.10 Q 是 有 理 数 集 ,Q” 二 Q 一 (0) ,在 Q" 中 定义 一 个 二 元 运算 *。”: Ya,bEQ* ,ao"0 一 
6ab。 证 明 (Q*,。) 是 一 个 群 。 

11.11 设 (G,*) 是 一 个 群 , 取 定 EG, 对 于 任意 的 a.5EG,aAb 二 aou 0。 证 明 (G,A) 是 
一 个 群 。 

11.12 证 明 四 元 群 一 定 是 交换 群 。 

11.13 设 A={a,b,c,d,e), 请 给 出 A 的 一 个 乘法 表 , 使 (A, * ) 是 一 个 群 。 不 同 构 的 
五 元 群 能 有 几 个 ? 

11.14 设 A={a,6b},(A,°) 是 一 个 半 群 , 且 a*a==65。 证明 : 

(1) a°b=b°a。 

(2) 5b°b=b, 

11.15 设 (G,*) 是 一 个 群 ,e 是 么 元 。 证明: 若 VaEG,a*a=e, 则 G 是 交换 群 。 

11.16 证 明 : 有 限 群 G 的 每 个 元 素 都 有 有 限 阶 , 且 其 阶 数 不 超 过 群 G 的 阶 数 |G|。 

11.17 设 (G,") 是 群 , |G|=2n,n€EN+。 证明; 在 G 中 至 少 存在 a 关 e, 使 得 aea=e， 
其 中 e 是 么 元 。 

11.18 设 (G,*) 是 一 个 群 。 证 明 : 〈G.") 是 阿 贝 尔 群 当 且 仅 当 对 G 中 任意 元 a 和 2 有 
a eB = (a Ws 
11.19 设 (G,*) 是 一 个 有 限 群 ,H 是 G 的 真子 群 。 证明: Vg€G,3n€EN*,g*E€H,， 
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其 中 N+ 是 正 的 自然 数 集 。 
1.20 设 (G,， ) 是 一 个 群 ,有 HH 是 G 的 子 群 。 证 明 以 下 3 个 条 件 等 价 。 
(1) bia€EH., 
(2) 5Ea。 五。 


(3) wa. H=b* H,Va,bEG, 
1.21 设 互 是 群 G 的 子 群 ,YEG, 令 THzr"!' 二 {zhzr“!'|h€EH}。 证 明 xHzx-! 是 G 的 
子 群 。 
1.22 设 G 是 一 个 群 ,有 HH、K 是 G 的 子 群 , 且 HFK,K 和 FH。 证 明 HUK#G。 
1.23 设 互 K 均 是 群 G 的 子 群 , 记 昌 . K={h .klh€EH,kEK})。H .KK 是 否 一 定 
是 G 的 子 群 ? HERK 呢 ? 为 什么 ? 
1.24 设 (G,， ) 是 一 个 群 ,有 H\K 是 G 的 子 群 , 且 K 是 G 的 正规 子 群 。 证明 H . K= 
人 h。kIhEH,kEK}) 也 是 G 的 子 群 。 
1.25 设 ( 电 ,。) 和 (&,。) 是 群 (G,。) 的 两 个 子 群 , 令 H.，K={h。kIh€EH,kEK})。 
证 明 : ( 互 .天 ,，) 是 (G,。) 的 子 群 当 且 仅 当 五 . K=K.…H。 

11.26 设 (G,，) 是 一 个 群 ,H 是 G 的 一 个 子 集 , 且 21 互 |>G。 证 明 : 对 G 中 任意 一 
个 元 素 a ,在 H 中 必 存 在 元 素 b， 和 如 ,使 得 < 一 记忆。 

11.27 设 (G,。) 是 一 个 群 ,( 互 ,。) 和 ( 开 ,。) 均 是 (G,。) 的 正规 子 群 。 证 明 HNK 
也 是 G 的 正规 子 群 。 


11.28 设 (G，* ) 是 偶数 阶 有 限 八 ,( 甩 ，* ) 是 (G，* ) 的 子 群 , 且 | 吾 | 一 二 1G1。 证 明 


(五 ,。) 是 (G,，) 的 正规 子 群 。 

11.29 设 (G,，。) 是 一 个 交换 群 ,定义 一 个 从 G 到 G 的 映射 了 : GG, 且 对 于 xEG, 有 
f(x) 二 xz。 证 明 是 G 到 G 的 同 态 映射 。 

11.30 已 知 (G,，) 是 一 个 群 ,f 是 G 到 G 的 映射 , 且 VzEG,fCz)=z 1。 证 明 ， 

(1) f 是 G 到 G 的 双 射 。 

(2) /是 同 构 映射 当 且 仅 当 (G,， ) 是 阿 贝尔 群 。 

11.31 设 (S, 十 ,。 ) 是 环 ,1 是 乘法 么 元 ,在 S 上 定义 运算 由 和 @ , 且 Va,pES,a 中 0 一 
a 十 5 十 1,a@0 一 a 十 0 十 wa。0。 

(1) 证 明 :(S, 外 ,日 ) 是 一 个 环 。 

(2) 给 出 (S, 申 ,@) 的 加 法 么 元 和 乘法 么 元 。 

11.32 设 (S, 十 ,。 ) 是 环 , 且 对 于 VaES 有 a*a=a。 证明 : 

(1) 对 于 Ya€E€S 有 a 十 a=0,0 是 加 法 么 元 。 

(2) (S, 十 ,。) 是 可 交换 环 。 

11.33 设 (S. 十 ,。) 是 一 个 域 ,SGS,S:GS, 且 (S ,十 ,。) 和 (S: ,十 ,。) 都 构成 域 。 
证 明 (S 门 S: ,十 ,。) 也 构成 域 。 
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格 是 代数 学 的 一 个 分 支 , 它 由 Dedekind 在 研究 交换 环 和 理想 时 引入 的 。 格 在 解析 几 
何 、 偏 序 空间 .信息 流 模型 密码 学 等 方面 都 有 重要 的 应 用 。 布 尔 代数 是 一 种 特殊 的 代数 系 
统 ,1854 年 乔治 "布尔 在 Lawof Thought 一 书 中 第 一 次 给 出 了 逻辑 的 基本 规则 。1938 年 
克 劳 德 。 香 农 揭示 了 利用 逻辑 的 基本 规则 来 设计 电路 的 原理 ,这 些 基 本 规则 形成 了 布尔 代 
数 的 基础 。 本 章 主要 介绍 格 的 基础 知识 以 及 分 配 格 ` 有 补 格 和 布尔 格 等 特殊 的 格 ,在 此 基础 
上 ,描述 布尔 格 和 布尔 代数 间 的 关系 以 及 布尔 表达 式 的 相关 理论 。 


121 格 定义 的 代数 系统 


在 7.7.6 节 中 ,已 经 定义 了 格 的 概念 。 一 个 格 是 一 个 偏 序 集 ,在 这 个 偏 序 集中 ,任意 两 
个 元 素 有 唯一 的 最 小 上 界 和 唯一 的 最 大 下 界 。 现 在 ,从 代数 系统 的 角度 来 重新 认识 格 。 

1. 由 格 定义 的 代数 系统 

设 (L ,入 ) 是 一 个 格 ,定义 一 个 代数 系统 (L,V ,人 ) ,其 中 *V” 和 “和 "是 世上 的 两 个 二 元 
运算 ,对 于 任意 的 rz,yEL,zVy 等 于 rz 和 > 的 最 小 上 界 ,zAy 等 于 zx 和 >y 的 最 大 下 界 。 称 
(CL,V,A) 是 由 格 (L, 和 ) 所 定义 的 代数 系统 。 二 元 运算 “V ”通常 称 为 并 运算 ,二 元 运算 
“和 人 "通常 称 为 交 运 算 。 因 此 ,z 和 y 的 最 小 上 界 也 称 z 和 y 的 并 ,zx 和 的 最 大 下 界 也 称 工 
和 y 的 交 。 


例如 ,图 12.1 用 哈 斯 图 给 出 了 一 个 有 5 个 元 的 格 ,图 12. 2(a) 和 (b) 分 别 给 出 了 由 
图 12.1 给 出 的 格 所 定义 的 代数 系统 中 *“V ”和 “人 ”两 个 二 元 运算 的 运算 表 。 

2 V[1T2T3T4T5 和 ATI1T21314T5 
1[1[2|3|4|s 1| wlal slala 
4 2| 2|2|5|5|5 | 人 | 
3|3|5|3|4|5 国 珊 融融 贺 医 
2 4|4|5|4|4|5 4|1|1|3|4|4 
3 5|5|5|5|5|5 5|1| 2|3|4|5 


1 (a) (b) 
图 12.1 5 个 元 的 格 图 12.2 二 元 运算 * V” 和 “人 ”的 运算 表 
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设 24 是 集合 A 的 寡 集 ,(24 ,三 ) 是 一 个 格 ,在 其 所 定义 的 代数 系统 (24,V，,A) 中 ,对 于 
Vzx,yE24, 有 
zxVy=zUy 
rN\y=zfy 
2Z+ 是正 整数 集 , 设 | 是 Z+ 上 的 一 个 二 元 关系 ,(Z+ , |) 是 一 个 格 ,在 其 所 定义 的 代数 系统 
(Z+,V，A 人 ) 中 ,对 于 任意 的 z,yEZ+ ,有 
ZzVy= 工 和 > 的 最 小 公 倍 数 
工人 y= 二 工 和 yy 的 最 大 公约 数 
定理 12.1 对 于 格 (L, 才 ) 中 的 任意 元 素 a 和 0, 有 


a<aVob (1 1 
aMAMb<a 人 
证 明 : 因为 aV5 是 a 的 一 个 上 界 , 所 以 a<aV6b; 因 为 aAb 是 a 的 一 个 下 界 , 所 以 a 人 5b 
<a。 
定理 12.2: (L, 科 ) 是 一 个 格 , 对 于 二 中 任意 的 cc 和 d ,如 果 a<6b 且 cd, 则 有 
aVc<bVd C12. 3) 
aAc<bAd (12. 4) 


证 明 : 因为 5<6b6V d, 又 a<6b, 所 以 a<bVd; 因 为 4<bVd, 又 c<d, 所 以 c<bVd。 因 

此 ,bVd 是 a 和 c 的 上 界 。 又 因为 aVec 是 a 和 c 的 最 小 上 界 , 所 以 由 最 小 上 界 的 定义 知 
aVce<bVd 

因为 aAc<a, 又 a<65, 所 以 ,a 人 cb; 因 为 aAc<c, 又 c<d, 所 以 aAc<d。 因 此 aAc 

是 5 和 d 的 下 界 。 又 因为 了 Ad 是 b 和 vd 的 最 大 下 界 ,所 以 由 最 大 下 界 的 定义 知 
QaAc< 和 Ad 

2. 对 偶 原 理 

设 (L ,入 ) 是 一 个 偏 序 集 , 令 和 R 是 L 上 的 二 元 关系 ,使 得 对 中 的 a 和 wb 当 且 仅 当 5 
a 时 有 a 二 kb。 不 难看 出 ,(L, <k) 也 是 一 个 偏 序 集 。 而 且 , 若 (L,<) 是 一 个 格 ,那么 (L， 
<R) 也 是 一 个 格 。 

注意 , 格 (LL, 才 ) 与 格 (L,<。) 之 间 是 密切 相关 的 。 同 样 ,由 它们 定义 的 代数 系统 也 是 密 
切 相关 的 。 具 体 地 说 ,由 (L, 才 ) 定 义 的 代数 系统 的 并 运算 是 由 (L,<k) 定 义 的 代数 系统 的 
交 运 算 , 并 且 由 (L, 才 ) 定 义 的 代数 系统 的 交 运 算是 由 (L,<k) 定 义 的 代数 系统 的 并 运算 。 
因此 ,涉及 格 的 一 般 性 质 的 任何 能 成 立 的 论述 ,都 可 以 用 < 来 代替 矢 ,把 并 运算 替换 为 交 
运算 ,把 交 运 算 替 换 为 并 运算 ,从 而 得 到 它 的 另 一 个 成 立 的 论点 ,这 就 是 所 谓 的 对 偶 原 理 。 

例如 ,定理 12. 1 中 的 式 (12.1) 可 以 叙述 为 “ 格 中 任意 两 个 元 素 的 并 大 于 或 等 于 这 两 个 
元 素 中 的 每 一 个 元 素 ”, 式 (12.2) 可 以 叙述 为 “ 格 中 任意 两 个 元 素 的 交 小 于 或 等 于 这 两 个 元 
素 中 每 一 个 元 素 ”。 显 然 , 式 (12. 2) 可 以 根据 对 偶 原 理 从 式 (12. 1) 直接 得 到 。 注 意 ,定理 
12. 2 中 的 式 (12.4) 并 不 能 根据 对 偶 原 理 从 式 (12. 3) 得 到 ,原因 在 于 这 两 个 公式 是 有 前 提 条 
件 的 。 
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3. 等 曙 律 交换 律 结合 律 和 吸收 律 

定理 12.3: 设 代 , 科 ) 是 一 个 格 ,CL,V ,人 ) 是 格 (L, 二 ) 定 义 的 代数 系统 , 则 对 于 任意 的 
a,b,cEL, 以 下 运算 律 成 立 : 

(1) 等 寡 律 : 对 于 Va€EL, 有 


aNla=a,aVa=a 
(2) 交换 律 : 对 于 Va,bEL, 有 
aNMb=bAMa, aVb=bVa 
(3) 结合 律 : 对 于 Va,b,cEL, 有 
(aAb)Ac=aACBAd), (aVb)Vec=aV(bVo) 
(4) 吸收 律 : 对 于 Va,bEL, 有 
aVlaMAb)=a, aN\(aVb)=a 

证 明 : 

(1) 显然 ,aAa<a。 因 为 a<a, 且 a<a, 所 以 a 是 a 与 a 的 下 界 ,所 以 a<a 人 人 a。 因为 
短 有 反对 称 性 ,所 以 a 人 a 二 a。 由 对 偶 原 理 知 ,a Va=a。 

(2) 因为 ecA 和 2Aa 分 别 是 {a,6} 和 {65,a} 的 最 大 下 界 , 且 {a,6} 二 {6,a), 所 以 a 人 5 二 
bAa。 由 对 偶 原理 知 aV5 二 bV a。 

(3) 因为 (a 人 5)Ac 是 a 和 5b 和 c 的 最 大 下 界 ,a 人 5 是 a 和 4。 的 最 大 下 界 ,所 以 (a 人 5b) 信 
c<aAb,(aAb)Ac<c,aAb<a,aAb 二 b5。 又 因为 < 有 传递 性 ,所 以 (a 5b)Ac<a,(aAb) 
Ac<6b。 因 为 5Ac 是 5 和 c 的 最 大 下 界 , 所 以 由 (a 和 5)Ac<6b 和 (aA5b)Ac<c 得 (aAb)Ac 
三 bAc。 于 是 ,由 (a 和 A5)Ac<a 和 (aA65b)Ac<bAc 得 (a 人 5b)Ac<aA(5bAc)。 同 理 可 证 ,a 
A(bAc) 生 (aA5b)Ac。 因 为 < 有 反对 称 性 ,所 以 (a 和 5b)Ac=aA(bAc)。 

由 对 偶 原理 知 (a V5) Vc=aV (Ve)。 

(4) 显然 ,a<aV (a 人 5b)。 又 由 a 二 a,aA 人 ba 可 得 a V (a 5b) 二 a。 因 为 < 有 反对 称 
性 ,所 以 aV (aAb)=a。 

由 对 偶 原 理 知 a (a Vb) 二 a。 


122 格 的 代数 定义 


在 12.1 节 ,由 一 个 格 定 义 了 一 个 代数 系统 。 本 节 主 要 介绍 格 的 代数 定义 、 子 格 和 格 的 


1221 格 的 代数 定义 
设 (L,V , 人) 是 具有 两 个 二 元 运算 “V ”和 “人 ”的 代数 系统 ,并 且 “ V” 和 “人 ”运算 适合 


12. 1 节 定 理 12. 3 的 运算 律 。 下 面 设 法 利用 “V ”和 “人 "运算 在 L 中 引入 偏 序 关系 < ,使 L 
关于 这 个 偏 序 关系 构成 一 个 格 。 
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从 格 所 定义 的 代数 系统 中 的 运算 不 难 想到 ,对 于 Ya.6bEL, 当 aAb 二 a 和 a Vb 二 b 同时 
成 立时 ,应 规定 和 2。 如 果 证 明了 这 样 定义 的 工 上 的 二 元 关系 科 是 工 上 的 偏 序 关系 , 且 “a 
Ab 和 a V5 分 别 是 {a,5b} 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 , 那 么 就 可 以 用 具有 定理 12. 3 中 的 运算 律 
的 代数 系统 (L,V ,人 ) 来 定义 一 个 格 。 

下 面 先 描述 3 个 问题 。 

1. 二 元 关系 < 

首先 必须 回答 的 一 个 问题 是 在 这 样 的 一 个 代数 系统 中 是 否 公式 a 人 b==a 与 公式 aVb==6b 
同时 成 立 。 

设 aA5b 二 a, 则 
aVb 二 (a 人 5b)V6b=bV (5b 人 Aa) 二 5 (交换 律 和 吸收 律 ) 
反之 , 设 aV5=6b, 则 
aA5 二 a 人 (a V 5) = 二 a (吸收 律 ) 
此 ,a 人 5 二 a 与 aVb==b 同时 成 立 。 
现在 集合 L 上 定义 二 元 关系 < : 对 于 Va,bEL, 车 a 人 5b 二 a (或 aV 5b 二) 成 立 , 则 定义 
a<b。 

2. 偏 序 集 (L ,<<) 

下 面 证 明和 是 二 上 的 偏 序 关 系 。 

对 于 任意 a€L, 由 定理 12.3 知 ,a 人 a==a( 或 4aVa==a) 有 a<a, 所 以 二 有 自 反 性 。 

对 于 任意 的 a.bEL, 车 a<65, 且 5<a, 则 aA5b=a,b5Aa= 二 5。 因 为 a 和 5 二 b5Aa, 所 以 
a 二 5b。 因此 ,二 有 反对 称 性 。 

对 于 任意 的 a,b,cEL, 若 a<6b, 且 6b<c, 则 aAb=a,bAc=b, 于 是 

aNc=(aAb)Ac=aA(bAc)=aAb=a 
所 以 ,a<c。 因 此 ,二 有 传递 性 。 

综 上 所 述 , 入 是 世上 的 偏 序 关系 ,( 工 ,< ) 是 一 个 偏 序 集 。 

3. 格 (L,V ,A) 

下 面 证 明 对 于 任意 的 a.bEL,a 人 5b 是 {a,b} 的 最 大 下 界 。 

因为 (a Ab)Aa==a 和 人 (4Aa) 二 a 人 (aAb) 二 (aAa)Ab= 二 a 人 5b, 所 以 由 二 的 定义 知 aAb<a; 
同 理 ,a 和 人 5b<b。 因 此 .a5 是 a 和 6b 的 下 界 。 

任 取 cEL, 车 c<a, 且 c<6, 由 才 的 定义 知 ,cAa==c,cA5b 二 c。 则 有 

cA(aNAb)=(cAMa)Ab=ecAb=e 


所 以 ,c<aAb。 
寻 此 ,a 5 是 {a,5} 的 最 大 下 界 。 

类 似 地 ,可 以 证 明 aVb 是 {a,5) 的 最 小 上 界 。 

这 样 就 可 以 得 出 格 的 等 价 定义 。 

定义 12.1: 设 (L,V ,人 ) 是 一 个 代数 系统 ,V 和 人 是 二 上 的 两 个 封闭 的 二 元 运算 , 若 满 
足 定理 12. 3 中 的 运算 律 , 则 称 (L, V,A) 是 一 个 格 。 

例 12.1: Zi 是 正 整 数 集 ,对 于 任意 的 a.5E Z+ ,规定 
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a A5 二 (a,b) ( 即 a 和 2 的 最 大 公约 数 ) 
aVb 二 [a,b] ( 即 c 和 2 的 最 小 公 倍数 ) 
由 于 对 于 任意 两 个 正 整 数 a 和 4, 都 有 唯一 确定 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 , 故 V 和 和 
是 Z+ 上 的 两 个 二 元 运算 , 且 
(aya) 一 a， [ayaj] = a (等 知 律 ) 
(ab) = 二 (6,a)， [a,6b] = [6,a] (交换 律 ) 
((asb) sc) = (as(byc))， [[asbjyc] = [as[6,c]] (结合 律 ) 
因为 al[a,6j, 所 以 (a,[a,6j)= 二 a。 因 此 ,a 人 (aV5)= 二 a。 又 因为 (a,6)|a, 所 以 [a,(a， 
0)]= 二 a。 因 此 aV (a 入 5) 二 a。 即 ,该 代数 系统 满足 吸收 律 。 
因此 ,(Z*+ ,V ,人 ) 是 一 个 格 。 这 样 定义 的 格 与 7.7 节 中 定义 的 格 (Z+ ,|) 是 一 致 的 。 
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任何 代数 系统 都 可 以 有 子 代数 系统 , 即 该 代数 系统 的 一 个 非 空子 集 , 它 关 于 所 有 的 
n(n 三 1) 元 运算 都 是 封闭 的 。 

下 面 给 出 一 个 格 的 子 格 的 定义 。 

定义 12.2: 设 (L,V ,人 ) 是 一 个 格 ,名 关 SESEL, 若 S 关 于 V 和 人 运算 是 封闭 的 , 则 称 
(S,V ,人 ) 为 (L,V ,人 ) 的 子 格 .简称 S 是 L 的 子 格 。 

例如 ,对 于 例 12.1 的 (Z*7,V ,人 ), 取 S={n€EZ7* |n 是 偶数 }。 因 为 任意 两 个 偶数 的 最 
小 公 倍数 和 最 大 公约 数 仍 是 偶数 , 故 S 关 于 V 和 人 是 封闭 的 , 即 S 是 Z+ 的 子 格 。 

例 12.2: 设 (L, 才 ) 是 一 个 格 ,a€EL, 令 S={zELIz<a}, 则 S 是 二 的 一 个 子 格 。 

证 明 : 因为 a<a, 所 以 a€ S 关 @。 

对 于 任意 的 zx,yES, 有 z<a,y 和 a。 由 最 小 上 界 和 最 大 下 界 的 定义 知 ,zV y<a,z Ny<a。 
由 S 的 定义 得 zVy'zAyES。 

因此 ,S 是 工 的 子 格 。 

关于 格 的 定义 ,要 防止 一 个 错误 的 认识 。 设 ( 工 ,入 ) 是 一 个 格 ， 
名 关 SSCL。 若 (S, <) 本 身 是 一 个 格 ,能 否 说 S 是 L 的 子 格 呢 ? 一 
般 情况 下 不 成 立 。 

例如 (Zt+ ,|) 是 一 个 格 , 设 S 二 {2,4,6,24}) ,显然 (S,|) 是 一 个 偏 
序 集 ,其 相应 的 哈 斯 图 如 图 12. 3 所 示 。 显 然 ,(S,|) 是 一 个 格 ,但 它 和 
不 是 (Z+ ,|) 的 子 格 ,因为 在 格 (Z+ ,|) 中 ,4V6 一 12&S。 图 12.3 《〈$S'|) 的 喻 斯 图 
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研究 代数 系统 的 一 个 重要 方法 是 利用 同 态 与 同 构 的 概念 。 
定义 12.3: 设 (L,V ,人 入 ) 和 (S,V ,人 ) 是 两 个 格 , 如 果 存 在 从 L 到 S 的 映射 了 ,使 得 对 
于 任意 的 a,bEL 有 
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flaVb)= fa) V CO) 
fla Ab) = fla) AGO) 
则 称 了 是 工 到 S 的 一 个 格 同 态 映射 。 车 了 是 单 射 , 则 称 了 是 单一 格 同 态 ; 若 了 是 满 射 , 则 称 
了 是 满 的 格 同 态 ; 若 了 是 双 射 , 则 称 上 是 一 个 格 同 构 ,并 称 两 个 格 L 和 S 是 同 构 的 。 
例 12.3: 设 L={2n|nEN 一 {0}},S 二 {2n 十 1lnE N}), 则 L 和 S 关于 通常 数 的 小 于 或 
等 于 关系 构成 格 。 令 f: L 一 S, 且 对 于 VzrEL,f(z) 二 x 一 1, 则 是 L 和 S 的 格 同 态 映 射 。 
证 明 : 对 于 Vz,yEL, 有 f(xVy)=f(max(z,y))=max(z,y)—1,f(r)V f(y)= 
(z 一 1) V (y 一 1) 一 max(Zz 一 1,y 一 1) 一 max(z,y) 一 1; FrzAy) 一 Fmin(Cz,y)) 一 minCzyy) 一 1， 
(z)A 人 Gy)=(z 一 1) A(y 一 1) 王 min(z 一 1,y 一 1) 一 min(Czy,y) 一 1。 于 是 f(x Vy)= 
fT)V FrzAy=z)AFCy)。 所 以 上 是 L 和 S 的 格 同 态 映 射 。 
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自然 ,人 们 期 望 格 所 确定 的 代数 系统 具有 更 加 特殊 的 结构”, 本 节 研 究 具有 某 些 附加 性 
质 的 格 。 
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定义 12.4: 设 (L,V ,人 ) 是 一 个 格 , 若 对 于 任意 a,b,cEL, 有 
aNM(bV)=(aAbV (lahAeo) 
aVAd)=(aV6b)A(laVo 

则 称 设 (L,V ,人 ) 是 一 个 分 配 格 。 
显然 ,(24,U , 门 ) 是 一 个 分 配 格 。 
例 12.4 判定 图 12.4 中 (a) 和 (b) 是 否 是 分 配 格 。 


d e 

b c b qd 
a a 
(a) (b) 


12.4 格 的 示例 


解 : 不 难 验证 ,图 12.4(a) 中 所 示 的 格 是 分 配 格 。 
对 于 图 12. 4(b) 中 所 示 的 格 , 显 然 有 
bA(cVd)=bAe=b,(bAc)V(bAd)=aVa=a 
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即 5A (eVqd) 关 (5Ac)V (5bAd), 所 以 它 不 是 分 配 格 。 
下 面 的 定理 说 明 ,分 配 格 的 定义 中 有 的 条 件 是 多 余 的 。 
定理 12.4: 设 (L,V ,人 ) 是 一 个 格 , 对 于 任意 a,b,cEL, 有 aA(bVO) 二 (a 人 DV (a 人 co) 当 
且 仅 当 aV BAO)=(aV WD) A (aVo, 
证 明 : 先 证 必要 性 。 
(aoVDACyvc=CayvbAa)V(CayvDAc) (CC 和 条件) 
二 (a 和 (a V 6)) V (l(a V 5b) Ac) (交换 律 ) 


=aV (l(aVb)Aeo) (吸收 律 ) 
=w VY tt Ne VB Ne (已 知 条 件 ) 
= 一 (eV(aAc)VCGAc) (结合 律 ) 
=aV GAO (吸收 律 ? 


再 证 充分 性 。 
(a 人 Ab)V (ahAc)=(a Ab)Va) A (Ab) Vc (CN 条件) 
二 (a V (a A ) 人 ((a 和 5) V c)) (交换 律 ) 


=a A ((a MbDYV oO) (吸收 律 ) 
=aA(CaVvVc)ACGYVc)) (已 知 条 件 ) 
=(aQA(CeVvVc)ACYVc) (结合 律 ) 
= 一 CACVC) (吸收 律 ) 


定理 12.4 相当 于 运用 对 偶 原 理 的 一 个 示例 。 

定义 12.5: 设 代 , 科 ) 是 一 个 格 。 若 存在 <cE ,对 于 任意 5E 工 ,有 a<0, 则 称 a 为 泛 下 
界 ; 若 存在 4EL, 对 于 任意 的 5EL, 有 64<d. 则 称 d 为 泛 上 界 。 

显然 , 泛 上 界 和 泛 下 界 若 存在 , 则 必 唯 一 。 常 用 0 和 1 分 别 表示 一 个 格 的 泛 下 界 和 泛 
上 界 。 
在 图 12. 4(a) 中 ,a 是 泛 下 界 ,d 是 泛 上 界 。 在 图 12.4(b) 中 ,a 是 泛 下 界 ,e 是 泛 上 界 。 
在 格 (Z+ ,|) 中 ,1 是 泛 下 界 , 没 有 泛 上 界 。 在 格 (24 ,三 ) 中 ,A 是 泛 上 界 ,而 好 是 泛 
下 界 。 

定理 12.5: 设 (L ,入 ) 是 一 个 格 ,0 和 1 分 别 表示 其 泛 下 界 和 泛 上 界 。 那 么 ,对 于 任意 
aE 工 ,有 


av1l=1 
aN\l=a 
aV0o0=a 
aA0=0 


证 明 : 因为 aV1 是 a 和 1 的 最 小 上 界 ,所 以 1<aV1。 又 因为 1 是 泛 上 界 ,所 以 aV1 
短 1。 因 为 < 有 反对 称 性 ,所 以 aV 1=1。 

因为 aA1 是 a 和 1 的 最 大 下 界 , 所 以 a 人 1<a。 又 因为 a<a 和 a< 和 la 是 c 和 1 的 下 
界 , 所 以 a<a 人 1。 因 为 < 有 反对 称 性 ,所 以 a 人 1==a。 

其 他 的 两 个 关系 式 同 理 可 证 。 


278 


离散 数学 
定义 12.6: 设 (L, 才 ) 是 一 个 格 ,0,1EL。 设 aE€L, 若 存在 5EL ,满足 
aVb=1 
aAb=0 


则 称 5 为 a 的 补 元 。 

注意 ,由 于 对 称 性 ,车 a 是 5 的 补 元 ,那么 5 也 是 a 的 补 元 。 

例如 ,对 于 图 12.4(a) 中 表示 的 格 ,5b 是 c 的 补 元 ,d 是 a 的 补 元 。 对 于 图 12. 4(b) 中 表 
示 的 格 ,c 和 d 都 是 5 的 补 元 。 

定理 12.6: 在 分 配 格 中 ,如 果 一 个 元 素 有 补 元 , 则 这 个 补 元 是 唯一 的 。 

证 明 : 设 元 素 a 有 两 个 补 元 ” 和 c, 则 


aVb=1 
aAb=0 
aVc=1 
aNAc=0 


于 是 ,有 

2=0A1LI=pA(CVvc=(Aa)V(GOAc)=0VGCOAc=(aAc)V(GOAc) 
= 一 (eVb)Ac=1Ac=e 

因此 ,如 果 一 个 元 素 有 补 元 , 则 这 个 补 元 是 唯一 的 。 
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定义 12.7: 如 果 一 个 格 的 每 一 个 元 素 都 有 补 元 , 则 称 它 为 有 补 格 。 

定义 12.8: 称 一 个 有 补 的 分 配 格 为 布尔 格 。 

设 (L, 过 ) 是 一 个 布尔 格 , 因 为 对 于 每 一 个 元 素 有 唯一 的 补 元 ,所 以 能 定义 上 上 的 一 个 
一 元 运算 ,并 用 ““” 表 示 它 ,这 样 ,对 于 工 中 的 每 一 个 元 素 a,a 是 a 的 补 元 。 一 元 运算 ” 
称 为 补 运算 ,并 称 布尔 格 (L, 才 ) 定 义 的 代数 系统 (L,V , 人， ) 是 一 个 布尔 代数 。 

定理 12.7: 设 (L,V ,和信 ,， ) 是 一 个 布尔 代数 。 对 于 任意 的 a,bEL, 有 


证 明 : 因为 


(aVDV (aNAb)=(aV DVaAN aV oYVo) 
一 (CaVaVbAGCVCGCVD)) 
=(GVDDACVDID) 
=1A1=1 
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CoVbAGAD 一 ceAGAO)VCGCACGGAOD) 
=((aAa) ADV (Ab) AD) 


一 (0AO) V OAD 
=0V0=0 


因此 ,(aA5) 是 aVb 的 补 , 即 aV6=aAb。 


由 对 偶 性 原理 ,有 aA65= 二 a Vb。 
定理 12. 7 的 结果 称 为 德 。 摩根 定律 。 


124 有 限 布尔 代数 的 唯一 性 


设 S 是 一 个 任意 的 非 空 集合 ,2 是 S 的 宪 集 合 ,(25, 丑 ) 是 一 个 格 , 且 是 布尔 格 , 记 为 布 
尔 代 数 (23,U ,人 站， )。 是 否 所 有 的 布尔 代数 都 是 这 样 的 形式 呢 ? 可 以 说 , 当 工 是 一 个 有 
限 集 ,也 就 是 (L,V , 人， ) 是 一 个 有 限 布尔 代数 时 ,这 一 问题 的 答案 是 肯定 的 。 本 节 就 来 
证 明 这 个 结论 。 


1241 原子 


定义 12.9; 设 工 是 一 个 有 限 集 ,( 工 ,入 ) 是 一 个 布尔 格 。 对 于 工 中 任意 两 个 元 素 a 和 0， 
0<a, 且 0 天 oa, 若 不 存在 cEL,c 天 ac 天 0 使 得 0<c, 且 cc 入 a, 则 称 wa 覆盖 /。 对 于 任意 一 个 
元 素 zELL, 若 工 覆 盖 0, 则 称 z 为 工 中 的 一 个 原子 。 

在 图 12.4(a) 所 示 的 布尔 格 中 ,a 二 0,d 二 1,6 与 c 都 是 原子 。 

定理 12.8: 设 (L ,< ) 是 一 个 有 限 布尔 格 ,对 于 任意 的 a€EL,a 了 0, 则 存在 5EL ,使 得 5 
是 原子 , 且 6b<a。 

证 明 : 若 a 是 原子 , 则 存在 4 二 a, 命 题 成 立 。 否 则 a 不 是 原子 , 即 a 不 覆盖 0。 于 是 存 
在 wEL:a 天 aa 天 0, 使 得 wm<a。 若 ww 是 原子 , 则 命题 成 立 。 否则 存在 cx EL,as 关 a1， 
az 天 0, 使 得 ws 入 wa 。 依 此 类 推 , 因 为 (上 ,入 ) 是 有 限 格 , 故 在 有 限 步 内 一 定 会 得 到 (L ,入 ) 中 
的 一 条 链 : 

0<a<an <*…a: <a<a 
且 0,aiyar-iy…'azyaiya 中 任意 两 个 都 不 相等 ,其 中 a; 是 原子 。 所 以 存在 ai, 它 满足 w 入 
a, 且 a; 是 原子 ,命题 成 立 。 


1242 有限 布尔 代数 非 零 元 素 的 表达 


定理 12.9: 设 5 和 c 是 一 个 分 配 格 中 的 任意 两 个 元 素 , 若 2 人 Ac 一 0, 则 2<c。 
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证 明 : 因为 2Az 王 0, 所 以 (OAz)Vc=0Vc=c。 又 
(Ac)Vc=(VcIAGCVc=(VclA1L=(Vo) 
所 以 ,bV c= 二 c, 即 c 是 b 和 c 的 最 小 上 界 。 因 此 ,2<c。 

引 理 12.1: 设 (L,V ,人 ,， ) 是 一 个 有 限 布尔 代数 ,5b 是 LL 中 任意 的 一 个 非 零 元 素 ,a ， 
as，… oar 是 L 中 所 有 使 a;<<5 的 原子 ,那么 b==ai Vas V…Va。 

证 明 : 令 c 二 ay Vas V…Vas,; 因 为 a1 考 b,as 才 0b,… ar 二 b, 所 以 c= 二 ayVasV*…Va<b。 
假设 2AEz 天 0, 由 定理 12.8 知 ,存在 原子 a,a 关 0, 使 a<bAc。 因 为 5 了 Ac<b,b5Ac<e, 所 
以 根据 传递 性 有 a<65 且 a<c。 因 为 a 是 原子 , 且 a<6b, 所 以 存在 j(1 二 jk) ,使 得 a=aj， 
所 以 a<c。 由 a<c 且 a<65, 得 a<cA5==0, 与 a 取 0 矛盾 ,因此 ,5A5 二 0。 由 定理 12.9 知 
0< 和 c。 因 为 入 有 反对 称 性 ,所 以 0=c。 

故 ,0=aVazV…Vat。 

引 理 12.2: 设 (L,V,A,， ) 是 一 个 有 限 布尔 代数 ,b 是 二 中 任意 的 一 个 非 零 元 素 ,w， 
as，"… oar 是 上 L 中 所 有 使 a;<<6 的 原子 。 那 么 5 二 ay Va V…Vak 是 将 0 表示 为 若干 个 原子 
之 并 的 唯一 方式 。 

证 明 : 采用 反 证 法 。 不 妨 设 男 有 原子 之 并 的 表达 式 如 下 : 

b= a Vas Ve Va 
其 中 w, (1 二 <) 是 原子 ,aj, <b(1<<s<<1)。 
显然 ,由 前 提 条 件 知 


{a a, sa } GS {aisasr"sas} 
对 于 任意 的 ai(1 志 i ,因为 a:<6b, 故 有 a; 人 5b 二 a;。 于 是 ， 
a Nan Vias VV as) = oi 
即 
(ai Man) Vlah 二 V …V(Cai Maj,) == 这 
对 于 两 个 原子 a; 和 aj;, :车 a : 则 ai Maj =0。 所 以 存在 一 个 1(1 志 /过 1) ,使 得 w 人 
Qj 隆 0。 因 为 a; 和 a 是 原子 ,所 以 ai 二 aj。 
a 二 radar), 即 1 二 k, 且 表达 式 唯 一 。 


1243 布尔 代数 的 同 构 


12. 2. 3 节 定义 了 两 个 格 之 间 的 同 态 和 同 构 映射 。 两 个 布尔 代数 之 间 的 同 态 性 , 除 保持 
对 于 “V ”和 “人 ”运算 的 同 态 性 之 外 ,还 必须 保持 对 补 运算 的 同 态 性 。 

定义 12.10: 设 (L,V ,人 和, ) 和 (S,V ,和信 , ) 是 两 个 布尔 代数 ,f 是 L 到 S 的 一 个 映 
射 ,车 对 于 任意 的 a.5EL 有 


f(r Vy)= f(x) VY f(y) 
f(z Ay)= f(x) A fy) 
f(x) = f(z) 
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则 称 是 布尔 代数 的 同 态 映 射 。 车 f 还 是 双 射 , 则 称 f 是 同 构 映 射 ,并 称 这 两 个 布尔 代数 工 
和 S 是 同 构 的 。 

定理 12.10: 设 (L,V ,人 ,， ) 是 一 个 有 限 布 尔 代数 ,S 二 {rEL|z 是 原子 }。 则 (L,V， 
人 入， ) 和 (2s,U ,站 ,一 ) 是 同 构 的 两 个 布尔 代数 。 

证 明 : 对 于 任意 <cE ,由 引 理 12. 1 和 引 理 12. 2 知 ,a 可 以 唯一 地 表示 成 若干 个 原子 
之 并 。 

作 映 射 f: L 一 25, 且 对 于 任意 a€EL, 有 


a=0 
{aisazsr roa}, a=aVaVVa 
由 非 零 元 素 a 的 表达 式 的 唯一 性 可 知 ,映射 的 定义 是 合理 的 。 
显然 ,由 定义 知 ,f 是 满 射 。 
设 xz.y 是 L 中 的 任意 两 个 非 零 元 素 , 若 f(x) 二 f(y) ,不 妨 设 
fz) = f(y) = (aa ya, Qi) 


2 


fla) = 


则 由 引 理 12.2 知 


即 上 是 单 射 。 
下 面 证 明 f 是 布尔 代数 同 态 映 射 。 显 然 , 只 需 对 非 零 元 素 进行 考察 。 
对 于 任意 的 a=an Vaw VVaw'as= 二 an Vazzs V"…VawmEL, 有 
fa Va)=flan Va VVanVarV az VV an) 
={an a1 sa 21 22 0"" sd2n} 
fla) = {anvaw san} 
f(as) = {a a2 aor} 
Ga) U f(as) = {a ays aM a2 422 a2} 
所 以 
Ja V az) = fla) U fla;) 
注意 ,aa ya,…… sam 与 Qa ,azs，…,az 中 可 以 有 相同 的 元 素 , 但 不 影响 上 式 的 成 立 。 不 
失 一 般 性 , 设 aa 二 az va 一 aa sani 二 asj 是 an vas ram 与 ansazz，… saw 中 有 和 且 仅 
有 的 1 对 相同 元 素 。 于 是 
fla) NN Fas) = {a 9 
显然 ,两 个 不 同 的 原子 的 交 是 0。 于 是 ,可 以 得 到 
ma Aa 一 (aaVasV…Vaan)A(CaaVasV…Vaan) 
一 (ai 人 ai)V…VCaaAan)V(Caas Naan) VV (ax A 人 an) 
= Vi Ws Vs 


a} 


所 以 
fa MN as) = {a ar, 0 = fla) NN fla:) 
对 于 任意 的 a 二 ay Vas V… Var; 而 S 一 {alyaz sar} 二 {af,al,… al), 则 


离散 数学 
T=aliVasV Na 
于 是 
f(a) = ta 
f(a) = {alsas sa} 
所 以 


RD = SS=D = ta nas Fy 
综 上 所 述 ,f 是 布尔 代数 同 构 映 射 。 


125 布尔 表达 式 和 布尔 函数 


设 (L,V ,人 ， ) 是 一 个 布尔 代数 ,n(n 三 1) 是 一 个 正 整 数 ,如 何 表 示 一 个 L" 到 工 的 函 
数 ( 映 射 ,也 就 是 L 上 的 一 个 元 函数 )? 当 工 是 有 限 布 尔 函 数 时 ,可 以 用 列表 法 。 例 如 ， 
图 12.5(a) 表 示 了 {0,1} 上 的 一 个 三 元 函数 ,图 12. 5(b) 表 示 了 {a,b,c} 上 的 一 个 二 元 函数 。 
变量 [0,0,0) (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,1,0) (1,1,1) 
函数 值 | 0 0 1 1 1 0 1 0 
(a) 


变量 | (ala) (ai Cad) Ca) (ca) Cb) (be) (ob) (eo) 
函数 值 | a b a a 5 < 6 & 友 
Cb) 
图 12.5 两 个 函数 的 定义 


1251 布尔 表达 式 


在 普通 代数 中 ,一 般 尽量 用 一 个 解析 表达 式 来 表示 一 个 函数 ,对 于 布尔 代数 上 的 一 个 
nn 元 函数 ,也 可 以 用 这 个 办 法 。 为 此 ,类 似 代数 式 ,首先 定义 布尔 表达 式 。 
定义 12.11: 设 (L,V ,人 ， ) 是 一 个 布尔 代数 ,布尔 表达 式 是 如 下 的 表达 式 : 
(1) 工 中 的 每 个 元 素 是 一 个 布尔 表达 式 。 
(2) 任意 的 一 个 变 元 名 是 一 个 布尔 表达 式 。 
(3) 车 el 和 es 是 两 个 布尔 表达 式 , 则 ea (el V es)、(e1 A 人 es) 都 是 布尔 表达 式 。 
(4) 只 有 有 限 次 使 用 (1)、(2)、(3) 所 得 到 的 式 子 才 是 布尔 表达 式 。 
例如 , 设 ({0,1,2,3)},V ,人 ， ) 是 一 个 布尔 代数 , 则 
Cy 
(tn Wa VV ny Eh 
Ga VONV (zi NB)VY (a V Cn Mz) 
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都 是 布尔 表达 式 。 
一 个 含有 个 不 同 变 元 的 布尔 表达 式 称 为 个 变 元 的 布尔 表达 式 ,通常 表达 为 
E(xzi ,x2»** ,Tn) 

设 E(zi ,zs，…,z,) 是 布尔 代数 (L,V ,人 人， ) 上 的 一 个 元 布尔 表达 式 。 对 于 变 元 
zyza zu 赋值 意味 着 将 每 一 个 zx;(1 志 i 二) 赋予 工 中 的 一 个 元 素 。 将 变 元 的 一 组 赋值 
代入 表达 式 E(xzi ,zs，…,z,) ,就 可 以 计算 该 表达 式 的 值 。 

例如 ,对 于 布尔 代数 ({0,1},V , 人， ) 上 的 表达 式 

E(zivzsyzs) = (zi V0) V (zs A zxs) V (zs V (zi A x3)) 
令 芭 二 1,z; 二 0,z; 二 1, 则 有 
Seay = V0 VR WW Vt VN VY 1=1 
对 于 有 个 变 元 的 两 个 布尔 表达 式 EE (zi ,zs，… ,zz ) 和 E(x ,zs，… ,zx,) ,如 果 它 们 对 
nn 个 变 元 的 所 有 赋值 都 相同 , 即 对 于 任意 的 (a ,as，…,a,)EL", 有 
E (ai 3Q2 yyQa) 和 下 上: (al sd2 9 san) 
则 称 这 两 个 布尔 表达 式 是 等 价 的 , 记 为 
EC 一 Es(wy rye re) 
例如 ,Cz1 VT2)A (za VT2s) 和 (xz 人 zx3)VZs 就 是 等 价 的 , 记 之 为 
(ri VE) 人 (zs VEz) 一 (ziA 人 zs) VI, 

当 整 理 或 化 简 一 个 布尔 表达 式 时 ,总 是 意味 着 把 该 式 整理 或 化 简 为 一 个 等 价 的 简洁 形 
式 。 因 为 工 中 的 元 素 将 被 赋予 布尔 表达 式 中 变 元 的 值 ,所 以 与 布尔 代数 的 元 素 有 关 的 宕 等 
律 ,交换 律 结合 律 .吸收 律 、 分 配 律 、 德 。 摩 根 律 等 都 可 以 用 来 化 简 或 整理 布尔 表达 式 。 

例如 ,分 别 运用 结合 律 .吸收 律 .分 配 律 , 可 以 得 到 

Elr vcr) = ty VO VY lms VY ms A tri VY lm, REI 
=Zx1 V (xs V (zs 人 (Cr A xz3))) 
=Zz1V (zs V (zs AZ MN Zz)) 
一 ZI V (zz V 0) 


一 zl V ze 


1252 布尔 函数 


不 难看 出 ,一 个 布尔 表达 式 下 (zi ,zs，… ,zx,) 就 表示 了 从 L” 到 LL 的 一 个 函数 , 即 对 应 于 
L" 中 的 一 个 有 序 元 组 (ai ,as，… ,a,), 其 中 a;EL(1Zi<n),E(ai,as，… ,a,) 的 值 就 是 在 
值 域 工 中 所 对 应 的 像 。 
例如 ,可 以 直接 验证 ,如 下 的 布尔 表达 式 
(wm Rn NV tn Vo) Vm Nm 
就 是 在 布尔 代数 ({0,1),V , 人， ) 上 按 图 12.5(a) 所 定义 的 三 元 函数 f。 
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反 过 来 ,从 L" 到 工 的 每 一 个 函数 都 可 以 用 (L,V ,入 , -) 上 的 一 个 布尔 表达 式 来 表示 
吗 ? 这 个 问题 的 答案 是 否定 的 。 例 如 ,图 12. 5(b) 所 定义 的 函数 ,在 三 元 素 布尔 代数 上 ,就 
不 存在 布尔 表达 式 。 
定义 12.12: 从 L" 到 L 的 一 个 函数 ,如 果 它 能 由 (2 个 变 元 的 ?布尔 表达 式 来 表示 , 则 称 
它 为 布尔 函数 。 
定理 12. 11: 二 元 布尔 代数 ({0,1},V , 人， ) 上 的 任意 一 个 元 函数 都 是 布尔 函数 。 
下 面 给 出 确定 这 个 函数 的 布尔 表达 式 的 两 种 方法 。 
1. 主 析 取 范式 
对 于 ?个 变 元 zl ,zs，… ,zx, 的 一 个 布尔 表达 式 , 如 果 它 形 如 
yAy A hy, 
则 称 它 为 极 小 项 ,其 中 y;(1 三 i 三 ) 表 示 zx; 或 工 ;。 
对 于 在 ({0,1}, V ,人 ， ) 上 的 一 个 布尔 表达 式 ,如果 它 是 一 些 极 小 项 的 并 , 则 称 它 为 主 
析 取 范式 。 
例如 ,布尔 表达 式 
Nr han Vm ND hh BV hm Na Vm Ri nh a 
是 一 个 主 析 取 范式 , 它 由 4 个 极 小 项 组 成 .分 别 为 
i, ME NN wi 
ZI Nz, 人工 3 
人 Te 人 
Ty NF Ns 
给 定 一 个 从 {0,1 )" 到 {0,1) 的 函数 ,用 其 极 小 项 对 应 函数 值 为 1 的 每 一 个 有 序 的 0 和 1 
的 nn 元 组 ,这 样 能 够 得 到 对 应 这 个 函数 的 主 析 取 范式 。 
具体 地 说 ,对 于 函数 值 为 1 的 有 序 的 0 和 1 的 元 组 ,有 一 个 极 小 项 
到 六 各 7 
其 中 ,车 这 个 n 元 组 的 第 i(1 志 i 过) 个 分 量 为 1, 则 w 为 xz;; 若 第 i 个 分 量 为 0, 则 yi 为 去 ;。 
例如 ,对 应 图 12. 5(a) 定 义 的 函数 f 的 主 析 取 范式 为 
(zi1 MN ze Nza)V (TiN ze Nr)V rhN zo Mz)V (rN zr Mz) 
2. 主 合 取 范式 
对 于 个 变 元 zz1 ,zs，… ,zx 的 一 个 布尔 表达 式 , 如 果 它 形 如 
Si VY Ys 
则 称 它 为 极 大 项 ,其 中 w(1 扩 ;秋思 表示 zx; 或 工 ;。 
对 于 在 ({0,1),V ,人 A, ) 上 的 一 个 布尔 表达 式 , 如 果 它 是 极 大 项 的 交 , 则 称 它 为 主 合 取 
例如 ,布尔 表达 式 
(zi V zs V za) MN nV Fe VE) hxV zs Nz) NaziV FV Ea) 
是 一 个 主 合 取 范式 , 它 由 4 个 极 大 项 组 成 ,分 别 为 
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Zi V zz V zs 
本 
ZI V Ta V Ta 
2 

给 定 一 个 从 {0,1 )” 到 {0,1) 的 函数 ,用 其 极 大 项 对 应 函数 值 为 0 的 每 个 有 序 的 0 和 1 
的 nn 元 组 ,这 样 能 够 得 到 对 应 这 个 函数 的 主 合 取 范式 。 

具体 地 说 ,对 于 函数 值 为 0 的 有 序 的 0 和 1 的 组 ,有 一 个 极 大 项 

yyVyVVy, 

其 中 ,车 这 个 nn 元 组 的 第 i(1 志 i 个 分 量 为 0, 则 y; 为 zi; 若 第 ;个 分 量 为 1, 则 y; 为 工 ;。 

例如 ,对 应 图 12.5(a) 定 义 的 函数 的 主 合 取 范式 为 

Gm V ma V xm) Nm V ws VY Ba) A Rs VN ms V Ea) A Czr VY a VY £3) 


126 典型 例题 


例 12.5: 若 (L, 过 ) 是 一 个 格 ,证 明 对 于 Va,6,cEL 有 

(1) avV(OAc)<(Cevb)ACavc)。 

(2) (QAb)V(aAc)<aA(COVc)。 

证 明 : 

(1) 因为 a<aVb,a<aVe, 所 以 a<(aV6b)A (aVce)。 又 因为 了 Ac<b<aV6b, 且 bAc 
和 caVe, 所 以 5Ac<(aV6)ACaVo), 即 (aV5)A (aVo) 是 a 和 6bAc 的 上 界 ,所 以 aV (5b 
AM<(aVb) A (aVo), 

(2) 因为 aAb<a,aAc<a, 所 以 (a 和 5b)V (a 人 c)<a。 又 因为 4anAb<b<bVec,aNc<e 
和 bpbVc, 所 以 (a 人 BV (aAc)<bVe, 即 (a 人 5)V (aAc) 是 a 和 65Ve 的 下 界 ,所 以 (aA5)V 
(aeAc)<aA(CVec)。 

例 12.6: 证 明 一 个 格 是 可 分 配 的 当 且 仅 当 对 于 这 个 格 中 的 任意 元 素 a、b 和 c 有 

CeVbAc<xayv(Ac) 

证 明 : 先 证 必要 性 。 因 为 a 入 c<a 和 2Ac< 和 Ac 所 以 由 定理 12.2 知 ,(aeAc)V(OAc) 
aV (5bAc)。 又 因为 格 为 分 配 格 , 所 以 (aV5)Ac= 二 (aVe)A(bVc)。 因 此 ,(aV6b)Ac<a 
V(DAc)。 

再 证 充分 性 。 因 为 任意 元 素 a.b 和 c 有 (aV65)Ac<aV (5bAo), 所 以 

(a Vb)Ac=(a V5) 人 (c 人 c) (等 寡 律 ) 
二 ((a V 5) 人 c) Ac (结合 律 ) 
二 (a V (8Ac)) Ac (假设 ) 
一 (( 人 c) V a) 人 ec (交换 律 ) 
<(0 Ac) V (a A c) (假设 ) 
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又 因为 a<aVb,c<ce, 所 以 aAc< (aV6b)Ac。 同 理 ,5Ac<(aVb)Ac。 因此 ,(aAO)V 
(bAM<(aVb) Ac, 

因为 < 有 反对 称 性 ,所 以 (aV 5b) Ac=(eAc)V(OAc)。 

故 , 此 格 为 分 配 格 。 


习题 


12.1 设 (L,<<) 是 一 个 格 。 证明: 对 于 Va,b,cEL, 有 aV(bA)<bA (aVoe)。 

12.2 设 (L,<<) 是 一 个 格 。 证明: 对 于 Va,b,cEL 有 

(1) (aADV (cAd)<(aV YOAV dad), 

(2) (QAb)V(OAc)V(CcAa) 和 (aevc)A 人 COVc)ACVa)。 

12.3 设 (L,V，,A) 是 一 个 代数 系统 ,其 中 *V” 和 ”* 人 ?是 满足 吸收 律 的 二 元 运算 ,证 
明 :“V” 和 “和 人 ?也 满足 等 寡 律 。 

12.4 证 明 : 一 个 格 (L ,入 ) 是 可 分 配 的 , 当 且 仅 当 对 工 中 的 任意 元 素 a 、b 和 cc, 有 

(CADDIVIAcIVCCAa)=(aVDp)A(GVCcIACVa) 
12.5 一 个 格 (L, 过 ) 称 为 模 格 ,如 果 对 工 中 任意 的 a、b 和 c, 有 
BV Ae) = (a VY BY ME 
其 中 ea<c。 证 明 一 个 格 是 模 格 当 且 仅 当 下 述 条 件 成 立 : 
aV BANV oO = 0@VD Nt Ve 
12.6 证 明 : 在 一 个 布尔 代数 中 ,有 
aV(laAb)=aVob 
aA(laVD)=aN\b 

12.7 设 (L, 才 ) 是 一 个 格 ,证 明 : 车 a<6b<e, 则 

(1) aVb=bAe, 

(2) (aeAb)V(OAc) 一 (aeVb)ACVec)。 

12.8 用 哈 斯 图 绘 出 一 个 有 4 个 元 的 格 , 它 是 分 配 格 ,但 不 是 有 补 格 。 

12.9 画 出 两 个 五 元 格 ,一 个 是 分 配 格 ,一 个 不 是 分 配 格 ,用 哈 斯 图 表示 。 

12.10 设 (L,U, 门 ) 是 一 个 分 配 格 ,0 是 泛 下 界 ,1 是 泛 上 界 。 令 

S=({(zESlz 是 z 的 补 元 ,z' EL 上} 

证 明 S 是 工 的 子 格 。 

12.11 设 A={1,2,3,4,5,6,12,30,60}, 定 义 一 个 二 元 关系 尺 如 下 : 对 于 Vz,yE4， 
(zy)ER 当 且 仅 当 z1y。 

(1) 画 出 (A,R) 的 哈 斯 图 。 

(2) 判断 (A.R) 是 否 为 格 、 分 配 格 、 有 补 格 、 布 尔格 ,并 逐 项 说 明理 由 。 

12.12 已 知 工 是 分 配 格 ,aE 工 ,定义 从 工 到 工 的 一 个 映射 p: LL 如 下 : 

对 于 VreEL， 9(7)=xzMa 
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证 明 g 是 格 同 态 映射 。 

12.13 设 L={1,2,5,10,11,22,55,110} 是 110 的 正 因 子 集合 ,对 于 Vz,yEL,zs<y 
当 且 仅 当 zly。 偏 序 集 ( 工 , 冬 ) 是 否 构 成 布尔 代数 ? 为什么? 

12.14 化 简 下 述 布尔 表达 式 : 

(1) (eaAO)V(CeAOAc)V(OAc)。 

(2) (aADV (a Mb Ac)V(OAc)。 

(3) (aAbV la AbAc)V (BAe)., 


(4) (CaAB )Vc)V(CCaV5 )Ac))。 
12.15 设 ECziyzxz sz3) 二 (zi 人 ZsV (zs Azsa)V (ziAzs) 是 二 元 布尔 代数 上 的 一 个 
布尔 表达 式 , 把 E(x ,zs ,zx;) 分 别 表示 为 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 。 


12.16 设 EGzizyzs) 一 (ziAzT)V(CzVxzs) 是 二 元 布尔 代数 上 的 一 个 布尔 表达 
式 , 把 E(xzi ,zz ,zx3) 分 别 表示 为 主 析 取 范式 和 主 合 取 范 式 。 
12.17 设 (L,V ,A 人) 和 (S,V, 信 ) 是 两 个 格 ,a€ S。 令 p: 工 一 S, 且 对 于 YVzEL, 有 
g(x) 二 a。 证 明 yg 是 一 个 格 同 态 映射 。 
12.18 设 (L, 人 和,V， ) 是 一 个 布尔 代数 ,在 L 上 定义 运算 如 下 : 
Vab EL,aBb=(aNAb)V GND) 
证 明 (L, 外 ) 是 一 个 阿 贝 尔 群 。 
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